PHAN 1. TOAN CAO CAP

Trong phan nay, sinh vién sé dugc hoc nhitng kién thiic co ban va can thiét nhat
ctia Toan cao cap nham phuc vu cho viéc hoc nhitng hoc phan tiép theo nhu nhiing
van de vé dai s6 tuyén tinh bao gom ma tran, cac phép todn co ban vé ma tran, he
phuong trinh tuyén tinh va cach gidi he phuong trinh tuyén tinh c6 st dung cac phép
bién doi so cap trén ma tran; dao ham, cach tinh va mot s6 bai toan tng dung trong
thue té ctia dao ham; nguyén ham va tich phan, cach tinh va mot s6 ing dung ctia tich
phan xic dinh trong doi song kinh té, xa hoi.



Chuong 1

Pai s6 tuyén tinh

1.1. Ma tran va cac phép toan co ban cua ma tran

Ma tran la bang s6 hinh chit nhat va dude st dung dé luwu trit thong tin va lam viec
v6i chiing. Ma tran c6 rat nhiéu tng dung trong ki thuat, trong doi séng, trong kinh
té, ky thuat, vat 1y, co hoc, cong nghé thong tin, thuyét mat ma, ... Chang han, mot
cong ty kinh doanh 3 mat hang gom 4o, quan va kinh. Cong ty c6 hai cita hang A va
B. Gia stt s6 lugng hang ban dudgc trong 1 thang la: cita hang A: 100 4o, 120 quan, 300
kinh va ctta hang B: 125 40, 100 quan, 250 kinh. Sap xép dit lieu nay 6 dang bang:

a0 | quan | kinh
A | 100 | 120 | 300
B | 125 | 100 | 250

T c6 thé viét I bing trén vt dang 7, = (;gg 120 ;gg) |

Khi d6 T & trén chinh la mot ma tran.

1.1.1. CAc khai niém co ban vé ma tran

Dinh nghia 1.1.1. Mot bang s6 gom m x n phan tit duge xép thanh m hang, n cot
duge goi la mot ma tran ¢d m X n, ky hiéu

a1 19 oo Qp

921 929 .. Qop
A=

Am1 Am2 ... Omn

Ky hieu riat gon: A = (ai;)mxn, trong d6 a;; biéu thi phan tit § hang i, cot j clia ma
tran A (véii=1,2,...m;57=1,2,...n).



Khi m = n, ta ¢c6 mot ma tran vuong véi n hang, n cot goi 1a ma tran vudng cip n.

11 di2 ... Qin
A - 21 Q22 ... Q2
ap1 Gp2 ... Gpp
Céac phan tif aq1, ags, . . . , ny 2Oi 12 céc phan tit chéo. Duong thing xuyén qua cac phan

tt chéo goi la duong chéo chinh ctia ma tran.

1 0

Vidul.l.2. A= -1 1| la mot ma tran ¢d 3 x 2. Ta ¢6 thé viét A = (a;;)3x2 Véi
2 3

ajn = lya12 = 05a21 = —1;a02 = 15a31 = 2503, = 3.

Cha y 1.1.3. Ta chi xét cac ma tran thuc, tic la cac ma tran véi a;; € R.

Dinh nghia 1.1.4. Ma tran tam gidc 13 ma tran vuong c6 tat ca ciac phan tit ndm vé
mot phia ciia dudng chéo chinh déu bang khong. C6 2 loai ma tran tam gidc, ma tran
tam giac trén (ma tran A), ma tran tam giac dudi (ma tran B).

ay; a1 ... Qip a1 0 e 0
0 A99 ... Qop 91 Q29 ... 0
A= . . _|:B=1 .
0 0 ... apn Apl Qp2 - .. Gpp

Dinh nghia 1.1.5. Ma tran duong chéo 1a ma tran cé tat cd cac phan tit ndm ngoai
duong chéo chinh déu bang khong.

aiy 0 0
A - 0 a‘22 0
0 0 Ann

Dinh nghia 1.1.6. Ma tran don vi 1a ma tran duong chéo véi cac phan tit trén duong
chéo chinh déu bang 1.
Ma tran don vi duge ky hiéu la: I (hoic E)

1 0 ... 0

0 1 0
I =

00 ... 1

Dinh nghia 1.1.7. Ma tran khong 1a ma tran ma tat ca cac phan tit déu bang khong.
Ma tran khong duge ky hiéu la O.

Vidu 1.1.8. Ma tran O =

o O O

0
0 | 1& ma tran khong ¢6 3 x 2.
0



Dinh nghia 1.1.9. Ma tran bac thang 13 ma tran thod man diéu kién sau day:

(1) Néu c6 hang khong (tiic 1a tat ci cac phan tit déu bang khong) thi cac hang
khac khong luon 6 trén cac hang khong.

(2) Tren hai hang khac khong thi phan tit khac khong dau tién ¢ hang dudi bao gio
cling & bén phai cot chita phan tit khac khong dau tién 6 hang trén.

Vi du 1.1.10. Trong cac ma tran sau dau la ma tran bac thang?

1234 -1 0 -5 -5 -1 1 1
A=|o1 25|, B=lo o 1 1|; c=10 =2 2|;
0000 0 0 0 2 0 0 3

1 2 34 123 4

D=0 -1 3 2|; E=[000 0

0 2 45 00 21

Giai: Cac ma tran A, B, C la ma tran bac thang.
Dinh nghia 1.1.11. Hai ma tran A va B dudc goi 1a bdng nhau néu ching cé cling

cd va cac phan ti ¢ cung vi trf bang nhau, tic 1a: A = (ai)mxn; B = (bj)mxn V&
aij = b;j, Vi, j. Ky hiéu hai ma tran bang nhau la: A = B.

Vi du 1.1.12. Ta c6 (‘CL Z) - (? ;) nghialaa=0:b=1;c=1;d = 2.

1.1.2. Cac phép toan co ban ciia ma tran

a. Phép cong hai ma tran

Dinh nghia 1.1.13. Cho hai ma tran A = (a;;); B = (b;;) c6 cling ¢d m x n, tong cia
ching, ki hieu A + B la mot ma tran ciing c6 ¢d la m x n va duge xac dinh béi phép
cong cac phan tit tuong ting & cuing vi tri. Tiic 1a,

A+ B = (aj; + bij)mxn

3 =5 2 1 0 O 4 =5 2
Vidu1l1.14. |1 0 —-1|(+(2 -1 O |=([3 -1 -1
2 7 4 3 =2 =2 5 5 2

Tinh chat 1.1.15. Phép cong ma tran cé cac tinh chat sau
(1) A+ B=B+A.

)
(2) (A+B)+C=A+(B+C).
(3) A+0=0+A=A,
(4) A+ (-A)=(-A)+A=0.



b. Phép nhan ma tran véi mot s

Dinh nghia 1.1.16. Cho A = (a;;) 1a mot ma tran ¢d m X n, ¢ la mot hang s6 tuy ¥,
thi tich ctia ma tran A va hing s6 ¢ 1a mot ma tran cA cling ¢6 ¢d 1a m x n va dude
xac dinh bang cidch dem s6 d6 nhan véi ting phan ti clia ma tran. Tic 13,

cA = c(aij) = (cay)

) o3 4\ (23 24) [6 8
Vi du 1.1.17. Ta c6 2 <1 5> = (2'1 25) = (2 10) .

Tinh chat 1.1.18. Phép nhan ma tran véi mot sb c¢é cac tinh chat sau:
(1) k(A+ B) = kA+ kB.

)
2)  (k+h)A=FkA+ hA.
(3)  k(hA) = (kh)A.
4) 14=A.
(5) 04 =0.

Khi d6 ta dinh nghia phép trit hai ma tran: Néu A va B 1a hai ma tran c6 cuing cd thi
A—B=A+(-B).

c. Phép nhan hai ma tran

Dinh nghia 1.1.20. Cho A 1a mot ma tréan ¢ m X p va B la mot ma tran ¢ p X n
thi tich hai ma tran C' = A.B 13 mot ma tran ¢d m x n va mdi phan ti ¢;j cla ma tran
tich dugce tinh béi cong thiic

P
Cij = i1bij + aioboj + -+ 4+ ainby; = E b, 1=1,...,m,j=1,...,n.
k=1

Vi du 1.1.21.
2 -1\ /| 4 4 2.1+ (—1)(=1) 224 (=1).0 23+ (-1).1 3 4 5
2 4 (_1 . 1): 21+4.(=1) 22440  23+41 |=|-2 4 10
1 3 1.1+3.(-1) 12430  13+31 -2 2 6

Vi du 1.1.22. Mot ciia hang kinh doanh 3 mit hang: 4o, quan, kinh. Gia sit s6 lugng
hang ban duge trong mot thang la: 100 4o, 120 quan, 300 kinh. Ta sap xép sb licu trén

du6i dang ma tran
7 _ (100 120 3001
171125 100 250

130 80 240
115 150 150

230 200 540) .

Gia st thang tha hai ban duge: T, = < > - Khi do, lugng hang ban dugc

trong hai thang: T'="T1 + T, = (240 250 400



15
Gia st tién 1ai trong thang 1: 4o 15 ngan, quan 30 ngan, kinh 10 ngan L, = | 30

10
Vay lgi nhuan trong thang 1 ctia cita hang la:
15
T 100 120 300 a0 | — 8100
Tl 125 100 250 ERGE
25
Gia st tién 1ai trong thang 2: 40 25 ngan, quan 35 ngan, kinh 17 ngan Ly, = | 35
17

Vay lgi nhuan trong hai thang cta cita hang la:
8100 10130 18230
Tilnt+ Tole = (7375) + (10675) = (18050) '

Cha § 1.1.23. (1) Trong nhiéu truong hgp ta cé thé tinh duge AB nhung lai khong
tinh duge BA. Ta chi thuyc hién dugc ca tich AB va BA khi s6 cot clia ma tran nay
bang s6 hang clia ma tran kia va nguge lai. Dac biet khi A va B déu 1a ma tran vuong
cap n thi ta tinh dudc ca tich AB va BA.

(2) Phép nhan hai ma tran khong c6 tinh chat giao hoan, tiic 1a AB chua chic bang

BA.
(3) C6 nhitng ma tran A # 0, B # 0 nhung AB = 0.

1 2 2 —6 e e
9 4 ; B = 1 3 - Khi do, ta c6 tich

. . (0 0) . _(—10 =20}
ha1matranlaAB-(0 O)’BA_(5 10)

Tinh chéat 1.1.25. Phép nhan hai ma tran c6 tinh chat sau:
(1)  Tinh chat két hop: A(BC) = (AB)C.
(2) Tinh chat phan phdi véi phép cong:

(B+C)A=BA+CA; A(B+C)=AB+ AC.

Vi du 1.1.24. Cho hai ma tran A =

(3) k(BC) = (kB)C = B(kC).
(4)  V6i moi A 1a ma tran vuong cap n, I 1a ma tran don vi cing cap thi:
TA=AI = A; A... A= A" (quy u6cA® = I).
k
d. Phép chuyén vi ma tran

Dinh nghia 1.1.26. Ma tran chuyén vi ctia ma tran A = (a;;) ¢d m X n 13 ma tran
AT ¢6 ¢d n x m thu duge tit ma tran A bang cach dbi hang thanh cot. Tic 14, cot thi
i ctia ma tran A7 1a hang tht ¢ clia ma tran A véi moi 4. Phép toan bién ma tran A
thanh ma tran chuyén vi AT duoc goi 1a phép chuyén vi ma tran.
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1 23 bl
Vidu 1.1.27. Cho ma tran A = (_1 0 1) = A'=12 0
1

Tinh chét 1.1.28. Phép chuyén vi c6 tinh chat sau:
(1) (ADHT = A,
2) (A+B)T=A" 4+ B".
) (kAT = kAT(k € R).
) (AB)" = BTA".

1.2. Hé phuong trinh tuyén tinh

Vi du 1.2.1. Hay tim s6 ga va ché trong bai toan sau.

Vira ga vita cho
B6 lai cho tron
Ba muoi sdu con

Mot tram chan chin.

Néu dat s6 ga 1a z, s6 cho 1a y, (x > 0,y > 0) khi d6 ta thu duge hé phuong trinh sau

x+y =36

2z + 4y = 100
Hé trén c6 1a hé phuong trinh tuyén tinh khong? Ban doc dé dang giai duge hé phuong
trinh tren dé tra 1oi cau hoi clia bai toan ban dau.

Vi du 1.2.2. (1) Phuong trinh tuyén tinh tdng quat trong R* c6 dang ax + by = c,
trong d6 a, b, ¢ thudc tap so thuyc R.

(2) Phuong trinh tuyén tinh téng quat trong R® c¢6 dang ax + by + cz = d, trong dé
a,b,c,d 1a cac hée sd thuoc tap s6 thuc R.

Dinh nghia 1.2.3. Mot phuong trinh tuyén tinh n bién x,, 29, ....x, 13 mot phuong
trinh c6 thé viét dudi dang a,z; + asxy + - - - + apx, = b trong d6 ay, as, ....,a, va b 1a
cac hang s6 thuoc tap sé thuc R.

Vi du 1.2.4. Cac phuong trinh ndo sau day 1a phuong trinh tuyén tinh?
(a) 3z — 4y = —1; (b)\/ﬁ:p—k%y—z:l;

(c) —+2z=2. (d)\/ﬁ—kgy—z:o;

Dinh nghia 1.2.5. Nghiém ciia mot phuong trinh tuyén tinh a0, + oo+ +apx, = b
1a mot bo s6 thyc (sq, 89, ....5,) thoa man phuong trinh do, tic 1a khi thay z; = sy, 19 =
S9,....,Tp = Sy VA0 phuong trinh tuyén tinh ta dugc mot dang thic luén ding.
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1.2.1. Dang téng quat ctia hé phuong trinh tuyén tinh

Dinh nghia 1.2.6. Mot hé phuong trinh tuyén tinh 13 mot hé gom cac phuong trinh
déu 1a phuong trinh tuyén tinh véi cling cac bién. Dang tong quat cia hé phuong trinh
tuyén tinh gom m phuong trinh tuyén tinh véi n an c6 dang

1171 + a9 + - -+ ATy = by
a91T1 + 99T + -+ Aonly = b2

(1.1)

Am1T1 + A2l + -+ - + QppZn = bm

trong d6 @1, o, ..., x, 12 cac an. a;j la cac hé s6 ciia phuong trinh tht ¢ ctia an xj;b;
14 vé phai clia phuong trinh tht i.

Khi m = n ta c6 mot hé vuong véi n phuong trinh n an.

Khi cac b; = 0 Vi, hé phuong trinh d6 goi 1a hé thuan nhat.

Dinh nghia 1.2.7. Nghiém ciia hé phuong trinh tuyén tinh 14 mot bo s6 thuc o =
(v, g, . .., av,) théa mén moi phuong trinh trong hé. Tap nghiém cia hé phuong trinh
tuyén tinh 13 tap hop gom tat ci cac nghiém ctia he. Giai hé phuong trinh tuyén tinh
la di tim nghiém ctia no.

w1—5x2+4x5:1

la mot he 2 phuong trinh 3 an va he
3$1+$2 —61’3 =3

Vidu 1.2.8. Ta c6 hé {

- — 1 2
i la hé 2 phuong trinh 2 an.
51’1 + 6!L’2 =8

1.2.2. Dang ma tran ctia hé phuong trinh tuyén tinh

11 A2 ... Qip by a1
Xéthe (L1 Dat A= | %2 e g R e ]
m1  Om2 mn b T
a1 a2 an | by
A= G21 Q22 Aon | by
Gl Wma - Gmn | Om

Ta goi A 1a ma tran hé s6; A 1a ma tran bo sung; b 13 ma tran vé phai; = 13 ma tran
an ctia hé phuong trinh tuyén tinh (1.1).

Dang ma tran ctia he¢ phuong trinh tuyén tinh (1.1)la: Az = b.
Dang ma tran clia hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat la: Az = 0.



Vi du 1.2.9. Giai hé phuong trinh sau

T + X9 + x3 = 3
2£L'1 + 31‘2 + T3 = 5
T — i) - 21’3 = -5

Gidi. Ta c6 dang ma tran ctia hé phuong trinh tuyén tinh trén la

1 1 1 T 3
2 3 1 To | = O
1 -1 -2 T3 -9
1 1 1
Dit A=|2 3 1 |.Tacodet A= —5=#0. Ta tinh cdc phan phu dai s6 clia cac
1 -1 -2

phan tit trong ma tran A nhu sau:

3 1 2 1 2 3
C11 = _1 _2 - _5) Cl2 = — 1 _2 - 57 13 = 1 _1 = _57
1 1 1 1 1 1
Co1 = — 1 -9 =1 Cog = 1 -2 =-3; Co3 = — 1 —1 =2
11 1 1 11
G1 =3 4| = 2; 2 ="y ¢| =5k C33=|g 5| = L.
(51 =2
-5 2 1
Nghiém cua phuong trinh da cho la
1 -5 1 =2 3 0
X=A"B= =5 3 L5 f=]!
-5 2 1 -5 2

Vay hé phuong trinh tuyén tinh ban dau c6 nghiem duy nhat z; = 0; 2, = 1; 23 = 2.

Nhan xét 1.2.10. Trong truong hgp hé phuong trinh tuyén tinh c6 ma tran hé s6 1a
ma tran vuong va dinh thitc ctia ma tran d6 khac khong thi ta c6 thé tim nghiem ctia
hé bang cich gidi phuong trinh ma tran tuong ing.

1.2.3. Cach giai hé phuong trinh tuyén tinh

a. Phuong phap khit Gauss—Jordan

Dinh nghia 1.2.11. Hai hé phuong trinh dugc goi 1a tuwong duong néu chiing c6 ciing
mot tap hop nghiém.



Dinh 1i 1.2.12. Cdc phép bién doi sau day la cic phép bién doi tuong duong trén hé

phuong trinh:
(1) Doi ché hai phuong trinh ciia hé;

(2) Nhan mot phuong trinh ciia hé véi mot hang so k # 0;
(3) Cong k lan mot phuong trinh vao mot phuong trinh khdc.

Vi du 1.2.13. Giai hé phuong trinh sau

I1—$2+LL’3:1
2£L‘1+ZL’2+ZL‘3:2
3]+ 29+ 223 =3

(1.3)

(1.4)
(1.5)

Ta xem xét sy tuong tng giita cac phép bién déi tuong duong ctia hé phuong trinh
va cac phép bién ddi s6 cap theo hang clia ma tran bo sung qua bang déi chiéu sau:

T1—To+a3=1
2$1+l’2+$3:2
3$1+$2+2I3:3

1 -1 1]1
2 1 1|2
3 1 210

Nhan hang 1 véi —2 rdi cong vao hang 2;

Nhan hang 1 véi —3 roi cong vao hang 3

Nhan PT (1.3) v6i —2 r6i cong vao PT (1.4)
Nhan PT (1.3) v6i —3 r6i cong vao PT (1.5)
r1 — xy + mxy = 1 (1.3")

= 315 — 15 = 0 (1.4')
deg — x3 = -3 (1.5")

1 -1 1|1
— -1 0

0 3
0 4 —-1|-3

Nhan PT (1.47) v6i —4 ;
Nhan PT (1.5%) v6i 3 roi cong lai dit & vi tri

phuong trinh tha 3, ta duge

Nhan hang 2 véi -4,
Nhan hang 3 vé6i 3 roi cong lai dat & vi

tri hang 3 c6

+ r3 = 1
54 3r9 — x3 = 0 ([)

Ty — T2

1 -1 1|1

o O
S W

Nhin vao bang trén ta c6 nhan xét sau:

(1) C6 sy tuong ting gitta cac phép bién doi tuong duong ctia he phuong trinh tuyén
tinh v6i cac phép bién doi so cap theo hang ¢ ma tran bd sung, chang han:

- Phép ddi chd hai hang tng véi phép ddi vi trf hai phuong trinh trong heé.

- Phép nhan 1 hang v6i mot so6 khac khong tng v6i phép nhan hai vé clia mot

phuong trinh trong hé véi mot s6 khac khong.
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- Phép cong boi k cia mot hang vao mot hang khac tng véi phép cong boi k cla
mot phuong trinh vao mét phuong trinh khac.

N6i cach khéac cac phép bién doi tuong duong ctia hé phuong trinh thic chat chi
bién doi trén bo heé sb ctia cac phuong trinh.

Do d6 thay cho viéc bién ddi trén hé phuong trinh c6 an cong kénh nhu trén ta cé
thé bién doi trén ma tran bo sung ctia hé ma khong lam thay doi nghiém ctia heé.

(2) Ma tran bac thang (II) thu dugc chinh 14 ma tran bo sung ctia hé phuong trinh
(I) & cot ben trai. Ma hé nay giai rat don gidn bang phuong phap thé nguge tir dudi

lén.

(3) Khi giai hé phuong trinh tuyén tinh bang phuong phap khit Gauss—Jordan, ta
chi stt dung céc phép bién doi so cap theo hang, khong st dung céc phép bién doi so
cap theo cot.

Quay lai Vi du 1.2.13 6 trén, tit 3 = —9 thay vao PT (1.4) ta c6 xo = —3, thay
T, x3 vao PT(1.3) c6 1 = T7.

Ty = 7
Vay hé phuong trinh da cho ¢6 nghiém la: < zy = —3

$3:—9

Dinh nghia 1.2.14. Ma tran A va B dudc goi la tuong duong theo hang néu sit dung
lien tiép cac phép bién ddi so cap theo hang dua ma tran A vé ma tran B.

Dinh 1i 1.2.15. Ma tran A va B dudc goi la tuong duong theo hang néu va chi néu
chiing ¢ thé bién doi vé cung mot ma tran bac thang bdi cdc phép bién doi so cap theo
hang cia ma tran. Cdc phép bién doi so cip theo hang cia ma tran goi la cic phép
bién doi tuong duong trén ma tran.

e Cac budc giai hé phuwong trinh tuyén tinh biang khit Gauss—Jordan.

Khi cac phép bién doi so cap theo hang ctia ma tran duge ap dung vao ma tran
bd sung ctia mot hé phuong trinh tuyén tinh dua ma tran nay vé dang bac thang thi
ma tran bd sung ban dau tuong duong véi ma tran bac thang thu duge va hé phuong
trinh ban dau tuong duong véi hé phuong trinh nhan ma tran bac thang lam ma tran
b6 sung, hé nay giai rat don gidn bang phuong phap thé nguge. Do vay dé giai mot he
phuong trinh tuyén tinh bat ki ta lam theo cac bude sau:

Bu6e 1: Lap ma tran bo sung A.

Buéc 2: Stt dung cac phép bién ddi so cap theo hang dua A vé dang bac thang B.

Bude 3: Két luan.

He phuong trinh ban dau tuong duong vdi hé phuong trinh ma nhan ma tran bac
thang B lam ma tran bo sung. Giai hé nay bing phuong phap thé ngugc tit dudi len.

Vi du 1.2.16. Giai hé phuong trinh sau:

r1 + drs + 3z3 = 20
2.731 - ) - T3 = -3
T + 3%3 = 11

—4l‘1 —f- 14.1‘2 —f- 121‘3 = 60
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Ta co

1 5 3120 1 5 3 | 20 15 3 20
A 2 -1 —-1]-3 . 0 —11 —7|-43 0 0 26 78
- o 1 3 |11 0 1 3 | 11 01 3 11
—4 14 12| 60 0 34 24| 140 0 0 —78|—-234
1 5 3120 1 5 3120
. 0 0 26|78 . 0 0 3|11
01 3|11 0 0 26|78
00 0|0 00 0|0
T do suy ra
r1 + dxre 4+ 3x3 = 20 =1
T2 + 3.1'3 = 11 o 9
W25 = T8 2=
0 = 0 Ty =3
Vi du 1.2.17. Giai hé phuong trinh
xr1 — To + 2ZE3 =3
ZL‘l—I—ZZL‘Q—ZEg: -3
21’2 - 2273 =1
1 -1 2] 3 1 -1 2] 3 1 -1 2] 3
XetA=]11 2 —-1|-3|—=-]10 3 -3/ -6|—=0 1 —-1]-2
0 2 =21 0 2 =21 0O 0 015
Hé phuong trinh da cho tuong tuong véi hé
Tr1 — To + 21‘3 =3
Oxy + 29 — 23 = —2 = hé da cho v6 nghiém.
0331 + 0332 + 0333 =5
Vi du 1.2.18. Giai hé phuong trinh
2[E1 + Ty + T3 + x4 = 0
1 + x> + 73 = 0

4.(131 + 4.232 + 21’3 + 3%4 =0

2 11 11/0 1 1 1 0]o0
XéetA=11110/0 | =10 —-1 —11/0
4 4 2 310 0 0 -2 3|0
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Hé phuong trinh da cho tuong duong véi hé

T = —k

1 + x2 + T3 =0 Ty = _lk
— Ty — X3 + x4 = 0 & 32
— 2r3 + 324 = 0 xr3 = §k

Ty = keR

. 1.3
Vay hé phuong trinh da cho ¢6 vo so6 nghiém c6 dang (—k, —=k, =k k) , keR.

Nhan xét 1.2.19. B
(1) Vi du 1.2.16, hé c6 nghiem duy nhat va c6 r(A) = r(A) = 3 = s6 an.
(2) Vi du 1.2.17, hé phuong trinh da cho vo nghiém va c6

r(A) =2#3=r(A).
(3) Vi du 1.2.18, he phuong trinh da cho ¢6 vo s6 nghiém va c¢6
r(A) =r(A) =3 <4 = sb an clia hé.

Nhan xét tren da dugc khang dinh thong qua dinh 1y sau day.
b. Dinh ly Kronecker - Capelli

Dinh i 1.2.20. H¢ phuong trinh tuyén tinh (1.1) c6 nghiém khi va chi khir(A) = r(A).

Nhu vay,

(1) Néu r(A) # r(A) thi hé (1.1) vo nghiém.

(2) Néu r(A) = r(A) = n thi he (1.1) c6 nghiém duy nhat.

(3) Néu r(A) = r(A) = s < n thi hé (1.1) c6 vo sd nghiem.

Khi dé ta gidi he (1.1) nhu sau: Vi 7(A) = r(A) = s nén sé ton tai mot dinh thitc
con khac khong cap s. Cac phan tit ctia dinh thitc con d6 nam & s phuong trinh 14 cac
hé s6 clia s an goi la s an chinh, cac an con lai goi 1a an phu. Ca he sé tuong duong
v6i hé méi gom s phuong trinh. Trong s phuong trinh nay, ta chuyén cac an phu sang
vé phai va coi la tham s6. Giai hé s phuong trinh s an chinh ta sé tim dugc nghiem
phu thudc vao vé phai va cac an phu.

Vi du 1.2.21. Tim m dé hé sau c6 vo sd6 nghiem
3r+y—2z2=m

2¢ +4y — z = —2
de —2y -3z =1

Xét ma tran bo sung ciia hé da cho
3 1 =-2|m 3 1 -2 m

A=|2 4 1|2 | 22000 10 1 —2m—6
4 -2 =31 ) TR 10 -1 —4m+3
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3 1 =2 m
0 10 1 —-2m-—6
0 0 0 —-6m-3

Hs+Ho—Hs
TS,

O ma tran bac thang cudi ciing ta thay r(4) = 2, r(A) > 2.
Dé hé vo s6 nghiém thi 7(A) = r(A4) = 2 tiic —6m — 3 =0 hay m = —=-

1 . .
Vay v6i m = —3 thi hé trén c6 vo so nghiém.
c. Hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat
Xét he thuan nhat

1121 + A12T2 + *+ + ATy = 0

Ty + ATy + -+ AT, = 0
(III) 211 222 2 7

Ap1T1 + ApaZo + -+ - + App Ty = 0

v6i ma tran hée s6 ctia hé 1a ma tran vuong cap n

ai;lr a2 ... Qip
A _ 21 922 oo Qop
Ap1 Gp2 ... dpp

Dé thay 71 = 0,25 =0, ..., 7, = 0 thda man heé phuong trinh trén nén 0(0,0,0,...,0)
14 mot nghiém ctia hé thuan nhat.

e Nghiém tam thudng va nghiém khéng tam thudng

Nghiém 0(0,0,0,...,0) ctia he thuan nhat dugce goi 1a nghiém tam thuong. Nghiem
khong phai 14 nghieém tam thuong ctia he (IIT) dugc goi 1a nghiém khong tam thuong.

Néu det A # 0 thi he trén 13 hé Cramer nén c6 nghiém duy nhat ma ta thay he co6
nghiem 0. Do d6 néu det A # 0 hé chi c6 nghiém tam thuong. Vi vé phai cua he la ma
tran khong nen khi sit dung céc phép bién doi so cap theo hang dwa A vé dang bac
thang, cot vé phai ciing luon bang 0, vi thé ta luon c6 r(A) = r(A) < n = s6 an (néu
det A = 0) va hé ¢6 vo sd nghiém, titc ngoai nghiém 0 he ¢6 nghiem khac 0. Ta ¢6 dinh
Iy sau day.

Dinh 1i 1.2.22. H¢ thuan nhat (I1I) c¢6 nghieém khong tam thuong khi va chi khi ma
tran cdc hé so ciua hé la ma tran suy bién, tic la det A = 0.

Vi du 1.2.23. Xéc dinh a dé hé sau c¢6 nghiém khong tam thuong

ar —3y+2=0
2r+y+2=0
3r+2y—22=0
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Hé ¢6 ma tran hé sb 1a

a —3 1
A=12 1 1
3 2 =2
a =3 1
detA=12 1 1|=-2a—9+4—-3—-12 - 2a = —4a — 20.
3 2 =2

Theo Dinh 1y 1.2.22 thi hé c¢6 nghiém khong tam thudng khi va chi khi det A = 0, tic
la 4a +20=0=a = —b5.

Cha y 1.2.24. (1) Ta ciing c¢6 thé st dung phuong phap khit Gauss dé giai he thuan
nhat c6 s6 phuong trinh va s6 an khac nhau. Nghiem thu duge sé phu thudc vao mot
hay nhiéu tham s6.

(2) Ngoai hai phuong phap chinh trén, tuy thudc vao ting dic thit ctia hé phuong trinh
ta c6 thé c6 nhiéu cach khac nhau dé don gian 15i giai.

BAI TAP CHUONG 1

Bai 1: Thyc hién phép nhan hai ma tran:

3 4\ (10 5 o[98 1\ (4 7
Al 6] |2 7 e 12 5 )23 50 6

Bai 2: Giai hé phuong trinh:

.
201+t o+ x5+ a4 =1 T+ 2o+ 223+ 3, =1
1) T+ 20+ a3+ =1 %) 3] — Xy — T3 — 204 = —4
x1+x2+2x3+x4:1 2x1+3x2—x3—x4:—6
\I1+ZE2+I3+21’4:1 \.T1+2[L’2+3ZE3—J]4:—4
( (
T+ 3y —2z2=-3 —2r+y—32=1
)2r+y+32=6 )¢ 3x — 4y +22=3
3r —y+4z=11 or +2y+ 2z = -2
\ \
)
( de+y+z=1
3$1+£L‘2—21’3+5$4:1 Y
3r—2y—2=0
5) $1—$2+3Z’3+$4:0 6)
e 43 Qs + 3 5 —r+5y+22=0
T To — 8 Ty =
. 2 ’ ! T+ Ty+4z =2
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Chuong 2

Pao ham va mot sé tng dung

2.1. Him mot bién

2.1.1. Cac khai niém co ban vé ham so6 mo6t bién so

Trong cac linh vyc khoa hoc, kinh té, doi sdng, ching ta thudng gip cac dai lugng
do dugc bang s6. Khi nghién cttu quy luat thay doi tri s6 ctia cac dai lugng do, ngudi
ta thuong dung chit dé ky hiéu s6 do ctia chting. Ching han, trong hinh hoc, chiing ta
thudong ding chit  dé ky hieu sé6 do ban kinh, chit s dé ky hiéu dien tich, chit v dé ky
hieu thé tich. Vi mdi hinh cu thé, r, s, v 1a cac s6 thuc va duge goi 1a cdc bién so hay
goi tit 1a bién. Cac bién sb6 thudng c6 mdi quan hé chi phéi 1an nhau: sy thay doi gia
tri clia céc bién s6 nay kéo theo su thay doi gia tri ciia bién s6 kia theo mot quy luat
nhat dinh. Chang han, ching ta thay khi hang héa thay ddi thi lugng hang héa ma
ngudi sdn xuat mudn ban ra thi truong va luong hang héa ma ngudi tiéu dung sit dung
ciing thay doi theo; khi van téc ciia mot vat di chuyén trong mot khoang thoi gian xac
dinh thay déi thi quang duong di dude ciing thay déi theo... Su phu thudc ciia bién
s6 nay vao bién s6 khac thudsng duge biéu dién duéi dang ham sé.

Dinh nghia 2.1.1. Cho X CRva Y CR, anh xa f : X — Y dugc goi 1a ham s6 mot
bién s6 thuc. Tap X dudc goi 1a mién zdc dinh cia ham f, ky hieu 1a Dy va tap f(X)
12 mién gid tri cia ham f, ky hieu la Ry; x € Dy dugde goi 1a bién doc lap hay doi so
va f(x) € Ry dudc goi 1a bién phu thuoc hay ham so. Ky hieu ham s6: y = f(z).

Ham s6 c6 thé cho duéi dang bang, dang do thi, so do Venn nhung pho bién nhat
12 ham s6 cho bang biéu thitc hodic phuong trinh.

Vi du 2.1.2. PhUOngtrinhy z? —O@y—x (céthékyhiéuy— f(z) = )bleu
dién y nhu mot ham s6 ctia z. Trong ham s6 nay, x 1a bién s6 doc 1ap, y 14 ham s6 bién
s6 z. Khi thay z béi gla tri cu thé, chang han, thay z = 3 = y(3) = f(3) = 9. Chiing
ta noi gia tri clia ham s6 f tai 3 13 9.

Vi du 2.1.3. Phuong trinh nao duéi day bicu dién y 13 mot ham s6 ctia 2? Tim mién
xac dinh ctia ham s6 do6?

(a) x+y=1; (b)x2+y2:1; (c)x2+y:1.



Giai:

() z+y=1<y=1—21amot ham s6 vi mdi gia tri ciia x xac dinh duy nhat mot
gid tri clia y. MXD: D = R.

(b) 2* +y* =1 < y = £V 1 — 22 khong 1a mot ham s6 vi ton tai nhitng gid tri clia
ma véi moi gia tri d6 xac dinh 2 gia tri tuong tng cua y.

(c) 2’ +y=1<y=1—271a mot ham s6 vi mdi gia tri ctia x xac dinh duy nhat mot
gid tri chia y. MXD: D = R.

Dinh nghia 2.1.4. Cho X CR,Y C R, Z C R, cho hai ham s6 f, g xdc dinh nhu sau
g + X — Y . f Y — Z
x — y=g(z)’ y — z=[fy) = [flg(x)) "

Ham s6 h duge goi 1a ham s6 hop ciia ham sd f va ham s6 ¢, ky hieu 1a h(z) = f(g(x))
hay h(z) = (f o g)(x) = f(g9(x)), Ve € X.

Vi du 2.1.5.
(a) Ham s6 y = V22 + 1 13 ham hop clia hai ham s6 v = 22 + 1 va y = .
(b) Ham s6 y = sin(2z + 1) 1a ham hop cta hai ham s6 y = sinu va u = 2z + 1.

Dinh nghia 2.1.6. Cho ham s6 y = f(z), v6i mién x4c dinh 1a X, mién gia tri la
Y = f(X). Néu véi mdi gia tri yo € Y tuong ting v6i duy nhat mot gia tri zgp € X sao
cho f(xzg) = yo thi tuong ting d6 ciing xac dinh mot ham s6 tir tap Y vao tap X, ham
s6 nay dudc goi 1a ham so nguodc ctia ham f v duge ky hieu la 1.

Nhu vay, ham s6 f dugc cho duéi dang

f X — Y
r — y=f(z)

c6 ham s6 nguoe 1 1a

7t Yy — X
y — ="y

Vi du 2.1.7. (a) Ham s6 y = log, 13 ham ngugc ctia ham y = a”.
(b) Ham s6 y = arcsin z 1a ham ngugc ctia ham y = sin .

e Cac ham sb sd cap co ban:
1. Ham hang: f(z) = C,Vx € R;
2. Ham s6 luy thua: f(z) = 2, (o = const);
3. Ham s6 mi: f(z) = a®(a > 0,a # 1);
4. Ham s6 logarit: f(z) =log, z(a > 0,a # 1);
5. Cac ham s6 lugng giac: f(z) = sinz; f(x) = cosx; f(x) = tanx; f(z) = cot x;

6. Cac ham s6 lugng gidc nguoc: f(z) = arcsinz; f(z) = arccos z; f(x) = arctan x;
f(x) = arccot z.
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e Cac ham sb so cap la cac ham s6 dugc tao len tit cac ham s6 so cap co ban bdi
mot s6 hitu han cac phép toan so cap, trong dé cac phép toan so cap déi v6i ham sé 1a
cac phép toan cong, trit, nhan, chia, phép lay ham hgp cac ham sb so cap co ban duge
thuyc hien giéng nhu déi véi cac biéu thic dai s6 va cac phép toan do duge goi la cac
phép todan so cip doi vdi ham so.

2.1.2. Giéi han ctia ham sb

Ly thuyét gigi han dé cap dén xu huéng bién thién ctia bién phu thuoc y khi bién
doc lap z tién dan dén mot diém =z, ¢ dinh, tic 1a khi khoang cach |z — x| thu hep
mot cach tuy v. Ta goi d6 1a qud trinh x tién dén xy va viét © — . Khi xét gidi han
ctia ham s6 y = f(z) khi 2 — =z, ta gid thiét rang ham s6 duge xac dinh trong cac
khoang (a,zo) U (20, b), con tai chinh diém xo ham s6 c6 thé xac dinh hodc khong xac
dinh. Qua trinh z — ¢ dude xem xét vdi gid thiét z # x;.

Mot phuong phap xem xét giéi han ctia ham s6 f(z) khi 2 — 2 1a “dan” bién doc
lap x theo mot day s x, c¢6 giéi han bang zy (z, dude lay tit mién xac dinh ctia ham
s6 VA T, # Tg) va xét gidi han cia day cdc gid tri tuong ting ctia ham s6: v, = f(z,).

Vi du 2.1.8. Tinh gi6i han lin%(xz +1).
T—

Gidi: Dat f(x) = 2® + 1. Tt dd thi clia ham s6 trong hinh 2.1, ta thay ring khi z — 1
tit hai phia thi f(z) — 2 va ta c6 thé viét liqu(ac2 +1)=2.
xT—

]:mu: + 1)=2
x—sl

Hinh 2.1:

Lap bang tinh cic gi tri ta cling nhan duge cting két luan. Khi z tién dan dén 1
tt bén trai va bén phai thi f(z) ciing tién dan dén 2 tir hai phia.

z—1 z—1

z | 09 (0990999 |1|1,001|1,01]| 1,1
f(z) | 1,81 1,98 | 1,998 | 2 | 2,002 | 2,02 | 2,21

f(z) =2 f(z) =2

Dinh nghia 2.1.9. Cho diém x4 € (a,b) v ham s6 f(z) x4c dinh trén khoang (a, b)
hoac (a,b) \ zo. Ta néi rang f(z) cé gidi han 1a s6 A (hitu han) khi = dan dén zy néu
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véi bat ky day z,, — xo; 1, € (a,b) thi lim f(z,) = A. Ky hieu: lim f(z) = A hoic
n—00 T—x0
f(z) = A khi z — .
Dinh nghia néu trén ciing ap dung cho cac truong hop khi © — —oo0; 2 — +00; A
1a mot s6 hitu han hay A = fo00. Véi 2 1a sd thire thi gidi han ctia ham s6 khi z —
con duge goi 1a gidi han tai diém x.

. . S L 4x? —16 . .
Vi du 2.1.10. Tinh gi6i han ctia ham so —— 3 khi x — 2.
l’ —_

Gidi: Tai x = 2 ham s6 trén khong xac dinh.
Gia st x,, 1a mot day s6 bat ky théa man z,, # 2 va z,, — 2 khi n — 400 ta co

422 — 16 Az, — 2) () + 2
lim f(z,) = lim T2 i (z Jan+2)
T2 T2 Ty — 2 T2 Ty — 2

= lim 4(z,, + 2) = 16.
T2

Vay lim f(z) = 16.
e Cac tinh chéat ciia giéi han
Dinh i 2.1.11. Khi * — ¢ hodc v — oo trong cung qud trinh dé ma fi(z) —

(1) cfi(z) — cLy vdic la hang so;

(2) [fi(x) £ fo(@)] = L1 £ Ly;

(3) [fi(z).f2(x)] = Li.Lo;

fl(x)] Ly y
— —, vot L 0.
W |7] o B
Cha 7 2.1.12.
(1) Néu P,(x) 1a mot da thitc bac n d6i véi x thi lim P,(z) = Py,(xo).
T—T0
ap+ax + ... +aa"  Py(v)

e _ _ thi 1 =
(2) Néu R(x) bo + b1zt bt Om() e R(x) Qm (o)

0 (R(z) la mot phan thic hitu ti).

V6i Q(0) #

(3) Cac dang vo dinh: o E; 0.00; 00 — 00; 1%; ... Khi gap cac dang vo dinh d6, muén
00

biét cu thé ctia gidi han phai tim cach bién ddi dé lam méat cac dang dé goi 1a khit cac
dang vo dinh.

Vi du 2.1.13. Tinh cac giéi han sau.

() Tim " -1 - (e—-1(A+z+...+a"")
algm —1 a1 (z—1)(1+a+... +am 1)
. VIt —vV1i+x . W1+z-1D)+(1-V1i+x) 1

(b) lim = lim = -
r—0 €T x—0 e 3

(dat y=vV1+x=2=19>—1...1di ap dung vi du trén).

S

Dinh nghia 2.1.14. (1) Khi # — z( tit nhing gid tri bén trai zo(z < zp) ma ham
f(z) dan t6i mot s6 xac dinh A, thi s6 A goi 1a gidi han trdi cia f(x) tai zo. Ky hieu
f(zo—0) = lim f(z) = A.

=T
(2) Khi x — o tt nhiing gid tri bén phéi xo(x > o) ma ham f(x) dan t6i mot s6 xac
dinh B, thisd B goi la gidi han phdi cia f(z) tai xo. Ky hieu f(zy+0) = lim+ f(x) = B.

$—>£EO
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Vay f(x) chi c6 gidi han tai x¢ khi va chi khi ton tai gi6i han trai A va ton tai gidi
han phai B va A = B.

Vi du 2.1.15. Tim gi6i han ctia ham s6 y = il + 2 khiz — 0.
T

1+2 khiz>0
z—1 khiz<0

lim f(z) = lim (1+2x) =1;

z—0t z—0t

lim f(z)= lir(r)li(—l +z)=-1.

z—0~

Giai: Ta c6 y = {

Vay ham s6 trén khong c6 gidi han tai x = 0.

Dinh nghia 2.1.16. (1) Ham s6 f(z) dugc goi 1a vo cung bé (VCB) khi z — o néu

lim f(z) = 0;
Tr—x0
(2) Ham s6 g(x) duge goi 1a vo cung lon (VCL) khi z — z néu lim f(z) = +oo.

T—TQ
(S6 g c6 the 1a hitu han hosic vo han).

e So sanh cac VCB
(1) Cho fi(z) va fao(z) 1a hai VCB khi x — xq ta noi rang fi(z) ¢ bac cao hon fo(x)

néu lim S

a0 fo(x)

trinh z — x.

= 0. Khi d6 ta ciing n6i rang fo(z) cé bac thap hon fi(z) trong qua

(2) fi(z) cing bac v6i fo(x) néu Ili_)rglo Qgg =c#0.

(3) Déc biet néu ¢ = 1 thi ta néi rang fi(z) tuong duong véi fo(x) khi x — xo va viét
fi(z) ~ fo(x), 2 — 0.
Dinh li 2.1.17. Néu fi(x), fo(x), g1(x), go(x) la nhitng VOB x — xq, néu fi(x) ~ fo(z)

va g1(x) ~ go(x) thi
lim hi@) = lim f2(2)

T—x0 gl (ﬂj) T—T0 92(1')
Chii y 2.1.18. Néu lim f(z) = A thi ta c6 thé viét f(z) = A+ a(z) trong d6 a(x)

T—rx0

la VCB khi z — x.

e Mot s6 gidi han co ban

__sinxz _log,(1+x)
=1 B Iy e
1
= 1 v _1
(3) lim(1+2)7 = lim (1+-)"=¢  (4)lim T,
T— T—>00 X T— €T
(5) lim A+az)m -1 =m
x—0 x
1+sinz)?—1
Vi du 2.1.19. Tinh giéi han sau hH(l) (1+ Sl'n 7) .
T— SIn T
, 1 +sinz)? -1 1+ 2si inz —1
Gidi: g LTI =Ly T 2sinadsine =1 lim(2 + sinz) = 2.
z—0 SIN T z—0 sin x z—0
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2.1.3. Su lién tuc ctia ham sb

Dinh nghia 2.1.20. Cho f(z) 1a mot ham xac dinh trong mién D, néi rang f(x) lién
tuc tai xo néu:
(1) xo € D;

(2) Ton tai gidi han ctia ham s6 f(x) tai diém zo, titc 1a ton tai lim f(x);
Tr—TQ

(3) Gi6i han ctia ham s6 tai ¢ bang gia tri ctia ham s6 tai diém do, tic 1a
lim f(x) = f(xo).
T—T0

Dinh nghia 2.1.21. (1) Ham f(x) duge goi la lién tuc bén phdi (hoac bén trai) tai
diém z( néu

f(zo+0) = lim, f(x) = f(x0)( hodc f(zg—0) = lim f(x) = f(z0)).

T T—=T
(2) Ham f(z) dugc goi 1a lién tuc trong khodng (a, b) néu f(z) lien tuc tai moi z € (a, b).
Vi du 2.1.22. Ham f(z) = |z| lién tuc tai x = 0 vi liH(l] |z| = 0.
z—

Cha ¥ 2.1.23.
(1) Céac da thitc 1a nhiing ham s6 lién tuc; phan thitc hitu ty 1a ham lien tuc trit cac
khong diém ctia da thic mau s6; cac ham s6 luong giac lien tuc trong mién xac dinh
cua no.
(2) Néu ham f(r) lien tuc tai diém xo thi lim f(x) = f (lim x)
T—T0 T—T0

(3) Néu ham f(r) khong lién tuc tai diém x, thi né gian doan tai dé va diém g
dugc goi la diém gian doan. Tit d6 ta thay ham f(z) gian doan tai x khi hoac g
khong thudoc mién xac dinh ctia f(z); hodc x¢ thuoc mién xac dinh cta f(z) nhung
lim f(z) # f(xo); hodc khong c6 gidi han lim f(z).
Tr—x0 T—T0
(4) C6 2 loai diém gidn doan:

Loai 1: f(x) gian doan tai zo nhung tai z ¢6 gi6i han phéi (hitu han) va giéi han
trai (httu han). Khi dé hiéu ctia 2 gidi han d6 duge goi 1a bude nhay.

Loai 2: Cac truong hgp con lai.
Chua y 2.1.24. Néu ham f(z) lien tuc tai z, thi:

1) Jlim Vf(2) =, /lim f(2)

lim f(x)

(2) lim €f(x) = %770 )
T—TQ

lim v(z)Inu(z
(3) lim u(x)fu(z) = lim ev(x)lnu(x) ) () ( )
T—T0 T—rT0

2

2_1 v
Vi du 2.1.25. Tinh gidi han lim (m ) .

zo4oo \ T2+ 1
Giai: Ta co6:

—2z
z+1 z2+41

. x?—1 ’ . 2 a? ) 2 T2 1
lim = lim (1-— = lim 1— - .
z—+oo \ 22 4 1 T—+00 x?+1 z—+00 2+ 1 e?




2.1.4. Dao ham cuia ham s6 mot bién so

Dao ham dugc Newton phat minh ra gitip ong gidi quyét duge bai toan xic dinh
van toc, gia toc chat diem va ¢ day ong da dua ra mot ¥ nghia rat tong quat: Dao ham
cho chiing ta biét duge toc do bién thién (toc do thay doi) ciia mot ham so. Diéu nay
rat quan trong va né cé rat nhiéu tng dung trong nhiéu nganh khoa hoc, kinh té, xa
hoi. Vé6i dao ham, bat cit § dau c6 sy thay doi, 6 dé ching ta sé biét duge né thay doi
nhu thé nao: liu dai luong dé dang tang hay dang gidm hay dang khong thay déi, néu
la dang tang vay tang nhanh hay ting cham... Néu ban 1a nha kinh té vd mudén biét
toc do tang trudng kinh té nham dua ra nhitng quyét dinh dau tu chiing khoan ding
dan hodc néu ban 14 nha ho#ich dinh chién luge v mudn c6 nhiing thong tin lien quan
dén toc do gia tang dan s6 ¢ tiing ving mién hodc néu ban 1a nha héa hoc va mudn
xac dinh duge toc do phan ting hoéa hoc nao do, hay nha vat Iy muén tinh toan van
tbc, gia toc ctia mot chuyen dong. .. Dao ham sé 1a thit ma ching ta can, dau tién ban
can c¢6 ham s6 mo ta dai luong dang dude quan tam, va sau dé chi can dao ham né.

Trong chuong nay sé nhic lai mot s6 kién thic vé dao ham va tim hiéu mot s6 bai
toan tng dung ciia dao ham trong kinh té cling nhu trong san xuat nong lam nghiép.

Dinh nghia 2.1.26. Gia sit ham s6 y = f(z) xac dinh trén khoang (a, b) va diém

thuoc khoang d6. Gisi han hitu han (néu c6) cta ty s6 M khi z tién dan
r — X
dén zy dugdc goi 1a dao ham ctia ham s6 da cho tai diém g, ky hieu f'(zo) hodc y'(zo)

nghia la
o) — 1 £@) =)

Tz T — X
Dat Az =z — zo; Ay = f(x) — f(zo) = f(zo + Az) — f(z0) thi
Ay

f'(z¢) = lim —Z = lim f(xo + Ax) — f(xo)

Az—0 Az N Az—0 Ax ’ (21>

trong d6 Az dudc goi 1a s6 gia cia doi s6 va Ay duge goi 1a so gia ctia ham so.

Chu y 2.1.27. Dung lien hé gitta gi6i han va vo ciing bé ¢6 thé biéu dién hé thic dinh
nghia dao ham dudi dang f(xzg + Ax) — f(z) = f'(zo)Az + 0(Az) trong d6 0(Az)
1a mot VOB bac cao hon Az khi Az — 0. Tt d6 ta thay néu f(z) c6 dao ham tai
zo € (a,b) thi f(z) lién tuc tai ro. Nhung diéu ngugc lai chua chac da dang.

Vi du 2.1.28. Tim dao ham ctia ham s6 y = Inx (z > 0) bang dinh nghia.
Gidi: Ta co6

i X
A A
A ln(l—l——x) 1ln(1+—x) ,
ot x — x — — khi Az — 0.
i

1
Vay (Inz) = E<I > 0).

Ay:ln(x+Aa:)—lnx:ln(x+Ax> :ln(l—l—&)

do do
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Vi du 2.1.29. Ham f(x) = |z| lién tuc tai 29 = 0 nhung khong c6 dao ham tai diém
A . J(0+ Az) — f(0) |Ax|
do6 vi khong ton tai giéi han AI;IEO A = Alngo AL

e Y nghia hinh hoc ctia dao ham ctia ham s mot bién sé

Cho ham s6 y = f(x), mot diém M (z, f(z)) cd dinh thuoc dd thi ham s6. Vi mdi
diem N(z + Az, f(z + Az)) thuoe do thi ham s6 thi hé s6 géc hay con goi 1a do doc
(slope) cia cat tuyén M N dugce xac dinh béi

f(z+ Az) — f(z)

k pr—
m Az

. Az) —
Gia s1t ton tai giGi han hitu han ky = hm k,, = lim flwo + A7) — flzo) = f'(z0) thi
 AZS0 Az

giéi han d6 dude goi 1a do doc ciia ham 56 y = f(x). Dudng thang di qua M (z, f(z))
va ¢6 he sb goc ko 1a vi tri gidi han clia cat tuyén M N khi N di chuyén doc theo do
thi dén M va duong thang do dugc goi la tiép tuyén cia do thi ham so tai diém M,
diém M duogc goi la tiép diém.

]
=+ ax, fix+ Ax)) f / i+ Ax, flx + Ax)) | {x + Ax, fix + Ax))

|
(x i)y |
.3

—_——— - e

{x, flx) ix. fix))
"1\ M,

Nhu vay:
Dao ham ciia ham s6 y = f(x) tai diém x la hé s6 goc ciia tiép tuyén cia do th
ham s6 tai diém dé.
e Cac quy tic tinh dao ham
Dinh 1i 2.1.30. Cho f(z) va g(x) la hai ham zdc dinh trén (a,b); gid s f(z) va g(x)
cé dao ham tai x € (a,b) khi do:
(1) (f £9)'(x) = ['(x) £ ().
(2) (cf) (z) =cf'(x)  (vdic la hang s6).
(3) (f.9)(x) = f'(x).9(x) + f(2)-¢'(x).
/ / /
(4) <£) (r) = )9 )2 f(@).g (x)) trong do g(x) # 0, Vz € (a,b).
9 9*(x)
Vi du 2.1.31. Tinh dao ham ctia ham s6 y =
T
(4z — 3)x — (22% — 3z + 1) _ 2% — 1
x2 a2
e Dao ham ctia ham hgp va ham ngugc
Dinh 1i 2.1.32. Xét ham hop y = y[u(x)]. Néu ham y
va u = u(x) ¢é dao ham doi véi x thy ham hop y = y|
/ / /
y(lf - yu‘ua:

202 —3x +1

Gidi: Ta c6 y =

= y(u) ¢6 dao ham doi vdi u,
u(x)] ¢6 dao ham doi vdi x, va
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Dinh 1i 2.1.33. Néu ham x = ¢(y) tai yo ¢ dao ham ' (yo) # 0 va néu ham ngugc

clia né y = f(x) lién tuc tai diem xo = p(yo) thi ton tai dao ham f'(xq) =

@' (yo)

Vi du 2.1.34. Tinh dao ham ctia ham s6 (In |z])’, (x # 0).
Gidi: Ta o6, (In]z|), (x # 0) 1a mot ham s6 hop nen

(nfey = = - (Jaly = { I

1
Vay (Infz])’ = —, 2 #0.

|z
Vi du 2.1.35. Tinh dao ham clia ham s6 y = arctan .

, T ™
Giai: Ham s0 y = arctanz la ham ngude ciia ham = = tany (—5 <y < 5) nén

/ 1 2 2
T, = =1+tan"y =1+ z°.
Y cos?y

¢ Dao ham mot phia
Cho ham s6 y = f(z) x4c dinh trong khoang (a,b). Néu ton tai gii han hitu han
lim f(xo+ Az) — f(xo)

Az—0t Ax
Ky hieu f’ (o).

thi gi6éi han d6 duge goi 1a dao ham bén phai cua f tai xg.

L s Az) —
Néu ton tai gi6i han hittu han lim f(zo + Ax) — f(xo)
Az—0— Ax

1& dao ham bén trdi cia [ tai xo. Ky hieu f’ (xo).
Vay, néu ham f(x) c6 f(xo) va f.(xo) va [ (xo) = fi(2¢) ham f(z) c6 dao ham
tal zo; néu f’ (zo) # f (zo) thi f(x) khong c6 dao ham tai .

e Dao ham trén mot khoang - doan

thi giéi han d6 dugce goi

Ham s6 y = f(z) xac dinh trén mién D dugc goi 1a ¢é dao ham trén khodng
(a,b) C D néu né c¢6 dao ham tai moi diém trén khodng (a, b).

Ham s6 y = f(x) xac dinh trén mién D duge goi 1a ¢é dao ham trén doan [a,b] C D
néu né c6 dao ham tai moi diém trén khoang (a,b) va c6 dao ham phai tai diém a, dao
ham trai tai diém b.

e Bang dao ham mot s6 ham so cap
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N A N N A N /
Ham s6 y | Dao ham ¢/ Ham s6 y | Dao ham y
c 0 sin x cosT
z® ar®! CoS T —sinz
1 1
— - tanx 5
x 22 cos?x
T X 1
a a*lnaa>0 cotx ——
sin‘ x
log, |2] 1 , 1
og, | arcsin x —_—
¢ zlna V1 — 22
1 1
In |z| - arccot -
T l1+2x

Vi du 2.1.36. Tinh dao ham clia cac ham s6 sau:
(a) y =5 — 23" +Va? (b)) y=a.sinz+In(z+1) -
Giai:

82713/2 — 1
(a) Ta co y' = 5(27)"e* —2.3°.In3 + 32l

10e** — 23 1In3 + 2y/x.

— 4.,

b) Ta c6 vy =sinx + x.cosx +
() y z+1

2.1.5. Mot s6 bai toan tng dung ctia dao ham

Dao ham clia ham s6 mot bién s6 duge ding dé xem xét ty lé bién doi ciia gia tri
ham s6 y theo d6i s6 x. Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén doan [a, ] thi ty s6

Ay _ flz+Ax) — f(2)

Ax Ax

duge goi 1a ty le bién doi trung binh clia y theo x trén doan [z, z + Ax].
Va gi6i han clia ty 1é bién ddi trung binh trén doan [z, z + Az], khi Az — 0

lim 4y = lim flet Az) - J(@)
Az—0 Ar  Az—0 Ax

= f'(x)

duoc goi 1a ty le bién doi tic thoi.

Vi du 2.1.37. Cho ham s6 y = f(x) = 2°. Hay udc lugng f'(2) dua vao ty & bién déi
tic thoi ciia ham sé tai z = 2.

Gidi: Vi f'(2) 1a dao ham hay chinh 1a téc do thay déi ctia ham s6 f(z) = 2° tai diém
x = 2. Ta xét t§ 1& bién doi trung binh ctia y theo x trén khoang 2 < x < 2,001, ching
ta thay réing toc do trung binh ciia sy thay ddi trén 2 < z < 2,001 la

2,0013 — 23 ~ 38,0120 -8

= ~ 12 .
2,001 —2 0,001 , 006
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Nhu vay, toc do thay déi clia f(x) tai z = 2 khodng 12,006, vi vay chiing ta wéc tinh
£(2) = 12, 006.
e Trong linh vuc vat ly

Néu y 1a ham s6 chi quiang duong hay khodng cach theo thoi gian, z 1a bién s6 chi
thoi gian, thi ty 1& bién ddi tic thai chinh 1a van tdc tic thoi (thuong goi chung 1a van
téc) cia mot vat tai mot thoi diém.

Van tbc trung binh ctia mot vat ma di chuyén trong khoang thoi gian xac dinh dugc
do béi
B Quang dusng vat di dugce
 Thai gian dé di dudgc quang dudng trén
_ As  s(t) — s(to)

At t—1o

Ut

Khi d6 van toc tic thoi cia vat tai 1 thoi diém (dac trung cho mic do chuyén dong
nhanh hay cham ctia vat tai 1 thsi diém do6) 1a giéi han hitu han

. s(t) — s(to)
v(ty) = lim ————= = §'(¢).
(t0) = Jim == = /(1)
Gia toc tic thoi clia vat tai 1 thoi diém (dac trung cho tdc do bién thien clia van
toc) 1a giéi han hitu han

1 =Y N
a(t) = Al}glo N (t) = s"(t).
Vi du 2.1.38. Mot vat roi tu do tit do cao 100m, bd qua luc can cua khong khi, goi
h 1a do cao clia vat sau khoang thoi gian ¢ (giay) va duge tinh béi

h = —16t% + 100.

Tim van toc tic thoi cia vat roi tai thoi diém ¢ = 1.
Gidi: Ta c6 van toc tic thoi clia vat roi tai thoi diém ¢ = 1 chinh 14 dao ham (ty le
bién doi tiic thoi) ctia ham h theo thai gian ¢. Tic 1a: v(t) = W' (t) = —32t. Khit =1
thi v(1) = —32(m/s) chinh 1a van tdc tic thoi clia vat roi tai thoi diém 1 giay.
e Trong linh vic kinh té va néng nghiép

Néu y = f(z) 1d ham s6 bicu dién anh huéng giita cac nhan t6 trong linh vitc kinh
té, cac nha kinh té hoc da sit dung cac khai niém lgi nhudn bién, doanh thu bién, chi
phi bién,. .. nhu la ty & bién doi tiic thoi clia tong lgi nhuan, tong doanh thu, tong chi
phi khi = don vi san pham dudc san xuat hay dugc ban ra. Néu ky hieu P 1a ham tong
lgi nhuan, R 13 ham tong doanh thu, C' 1a ham tong chi phi thi ta cé:

P=R-C,
Loi nhuan bien = lim ap = P'(z),
Az—0 Ax
A
Doanh thu biéen = lim Ak R'(x),
Axz—0 A]}
. AC
Chi phi bién = Alggo A C'(x).
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Nhu vay, tai mdi mic san xuat nhat dinh, lgi nhuan bién, doanh thu bién, chi phi
bién,. .. lan lugt cho biét xap xi lugng lgi nhuan, lugng doanh thu, lugng chi phi tang
them khi san xuat hay ban ra mot don vi san pham.

Vi du 2.1.39. Chi phi san xuat ¢ ta phan bén ciia mot nha may duge cho béi ham
s6: C' = f(t)($). Biéu thiic f/(20) = 100 c6 ¥ nghia gi?

Gidi: f'(20) = 100 chinh la chi phi bien khi nha méay d6 san xuat 20 ta phan bén. Tic
13 nha may san xuit thém mot don vi san pham tiép theo (21 ta phan bon) thi chi phi
tang them 1008.

Vi du 2.1.40. Doanh thu (bang $) tit sdn xuat ¢ don vi sdn pham dugc cho bdi ham
s6 R(q) = 1000q — 3¢*. Tim R(125) va R'(125); dua ra cac don vi va néu ¥ nghia clia
cac biéu thitc tren.

Gidi: Ta c6 R(125) = 1000.125 — 3.125% = 78125($).

Vi R'(g) = 1000 — 6¢ nen R'(125) = 1000 — 6.125 = 250($).

Néu 125 don vi dude san xuat, doanh thu 1a 78125$.

Néu san xuat them mot don vi san pham tit 125 sdn pham lén 126 san pham thi
doanh thu tang khoang 250$.

Mot trong cac ting dung quan trong ciia dao ham I3 dung dé tim gia tri 16n nhat,
gi& tri nhé nhét ctia ham s6 tréen mot doan/khoang. Néu ham s6 da cho 1a mo hinh hoa
clia cac linh vyc kinh té, nong, lam, ngu nghiép hay cac linh vire ctia doi song xa hoi
thi tim gia tri 16n nhéat, nhé nhat ctia ham s6 chinh la tim phuong 4n t6i uu clia bai
toan thuc té, chdng han nhu tim mitc san xuat nhat dinh dé 1gi nhuan dat cao nhat,
tim phuong an dé chi phi thap nhat,. ..

Vi du 2.1.41. Khi nuoi ca thi nghiém trong ho, mot nha sinh vat hoc thay rang: Néu
trén moi don vi dién tich ctia m#t ho ¢6 n con ca thi trung binh mdi con ci sau mot
vu can nang duge do bdi ham s6 P(n) = 480n — 20n?*(gam). Héi phai tha bao nhicu
c4 trén mot don vi dién tich ctia mit hd dé sau mot vu san lugng ca thu hoach duge
13 16n nhat?

Gidi: Taco D =R; P =480—40n; P =0<n=12. Vin lasb ca duge tha nén
n > 0. Ta c6 bang bién thién

n 0 12 +00
P'(n) + 0 -
2880
0 —00

Vay néu tha 12 con trén mot don vi dién tich thi sau mot vu san luong ca thu hoach
dugc 1a 16n nhét.

Vi du 2.1.42. Mot ngudi trong cay an qua trén mot manh vuon ciia nha ude tinh
rang néu nguoi d6 trong 16 cay thi trung binh ning suat 1a 80 qua tdo trén cay. Nhung
van véi dién tich vuon dé, cit trong thém moéi mot cay tao thi nang suat sé gidm di 4
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qua/cay. Hoi nén trong bao nhiéu cay trén manh vuon dé dé tong sé tao thu dugce la
16n nhat?

Gidi: Goi x 1a s6 tao duge trong thém. Vi trong them moi mot cay thi ning suat giam
di 4 qua/cay nén néu trong them x cay thi nang suit gidm di 4 qua trén cay. Vay
nang suat thuc té khi trong 16 + z cay 1a 80 — 4. Goi R 13 s6 tdo thu duge trén manh
vuon doé thi

R = (164 2)(80 — 4z) = —42* + 162 + 1280, (x > 0).
Taco R =—-8r+16; R =0&x=2.

x 0 2 400
R'(z) + 0 -
1296
0 —00

Nhin vao bang bién thién ta thay néu ta trong them 2 cay tic 13 manh vuon dé trong
18 cay thi thu hoach dugc nhiéu tao nhat 1a 1296 qua.
2.1.6. Pao ham cap cao ctia ham sé mot bién

Dinh nghia 2.1.43. Gia st f(x) ¢6 dao ham tai moi = thudc (a,b), f'(z) = g(z)
ciing 13 mot ham s6 xac dinh trén (a,b). Néu g(z) c6 dao ham tai zg € (a,b) khi d6
g (z) = [f'(z)] dugc goi 1a dao ham cdp hai cia ham f(x) tai xo. Ky hieu: f”(x).

Tong quét, dao ham cia ctia dao ham cap n — 1 duge goi 1a dao ham cdip n. Ky
hieu: f™ = [f"Y(2)].

Vi du 2.1.44. Tinh dao ham cap n clia ham y = sin z.
Giai: Ta co:
I GF)
Y = COoST = sln x+§

i ™ . ™
= — | = 2=
Y Cos<m—|—2) sm(m+ 2)
T ™
n — 2_ — & 3_
Y COos (x + 2) sin (x + 2)

Téng quat: y™ = sin <x + n%) .

e Cong thic Leibniz
Gia stt u = u(z),v = v(x) déu c6 dao ham dén cap n khi d6 ham y = u.v ciing ¢6
dao ham cap n va

=0
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Vi du 2.1.45. Tinh dao ham cap 10 ctia ham s6 y = (2% — 1)e**.
Gidi: Dat u = 22> — 1 va v = ¢**. Khi do,

o =4z, U =4 W =19 =,

V= 262 o = 222 p(10) — 9102
Ap dung cong thic Leibniz ta dugce

Y19 = €9 (222 — 1).21%% 4+ Ol 4x.2%* + C24.28e>
= (227 — 1).2"%* 4 10.22.21%*" + 45.21%*"
= 219% (227 4 201 + 44)

2.1.7. Vi phan cida ham so mé6t bién so

Xét ham f(z) lien tuc tai xo. Cho z mot s6 gia Ax thi f(z) c¢6 s6 gia Af =
f(xo + Ax) — f(x9) — 0 khi Az — 0. Nghia la Af 1a VCB dong thoi véi Az. Noi
chung viéc tinh A f kha phitic tap. Béi thé ta hdy tim VCB tuong duong véi A f, nhung
don gian hon Af.

Chéng han xét ham f(z) = 2°. Ta c6 Af = (zo + Ar)* — 25 = 220Ax + (Ax)%

Vi (Az)? 1a VCB cap cao hon Az nén néu zy # 0 thi Af ~ 2zoAz. Ta thay VCB
2x9Ax don gidn hon Af, n6 chi la tuyén tinh déi v6i Az. Ngudi ta goi né 1a vi phan
ctia ham f(z) = 2* tai 2.

Dinh nghia 2.1.46. Vi phan
Xét ham s6 y = f(z) xac dinh tai z¢ va lan can xy. Cho z s6 gia tuy ¥ Az sao cho
To + Az van thuoc lan can do. Néu sb gia Af = f(zo + Ax) — f(xo) ctia ham s6 ¢6
dang
Af =A Az + a(Azx),
trong d6 A chi phu thudc zg chtt khong phu thuoec Az, a(Ax) 1a VCB cap cao hon Az
thi ta noi rang f(z) khd vi tai zo va biéu thitc A.Ax duge goi 1a vi phan ciia ham f(x)
tai xo. Ky hiéu df. Vay
df = A.Ax.

e Lién hé gitta vi phan va dao ham

Néu ham f(z) khé vi tai zo thi n6 c¢6 dao ham tai xy va f'(zg) = A;

Néu f(z) ¢6 dao ham tai 2o thi né kha vi tai zo va df = f'(x¢)Az. Vay, cong thic
tinh vi phan ctia ham f(z) tai z 1a df = f'(z)Ax.

Dic biet néu xét ham s6 f(r) = z, thi dz = 1.Ax, nghia 1a Az = dz. Vay

_ 4

df = f'(x)dz hodc f'(z) = o

Chii y 2.1.47. Dé ky hiéu dao ham ctia ham s6 ta c6 thé sit dung mot trong cac cach
dy d
ky hié day: v'(z); == — .

e Tinh béit bién ctia biéu thidc vi phan
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Xét ham hop y = f(x);z = g(t) trong d6 ¢ 1a bién doc lap khi d6 y = f[g(t)]. Theo
cong thitc tinh vi phan va theo quy tac lay dao ham ham hop ta c6

dy = {flg@®)]};dt = f'(x).¢'(t)dt. Vi dz = ¢'(t)dt nén dy = f'(x)dz.

Vay dang clia vi phan ctia ham y = f(r) khong thay déi dit = 1a bién doc lap hay la
ham kha vi clia mot bién doc lap khac. Nguoi ta goi dé 1a tinh bat bién ciia biéu thic
vi phan (cAp mot).

Vi du 2.1.48. Cho y 1a ham ctia bién x thong qua bién ¢ nhu sau:

Hay tinh y/?
dy

Gidi: Do tinh bat bién ctia biéu thiic vi phan ta c6 dy = y'dx hay y, = T
x

Nhung theo dau bai thi dy = v/ (t)dt; dz = «'(t)dt.
dy _y'(H)dt _ y'{t)

a I = .
Vay vs = de  2'(t)dt  2/(t)

Diéu can cht y 1a dau dao ham & vé phai chi dao ham d6i vdi ¢.

e Quy tic tinh vi phan
(1) d(f+g) = df +dg;
(2) dlcf) = cdf;

(3) d(fg) =df.g+ f.dg;

(4) d

_df.g— f.dg P
A (g)——92 (néu g(z) # 0).

e Ung dung ctia vi phan vao phép tinh gan ding

A
Theo dinh nghia dao ham f'(zq) = Alimo A—f V6i gia tri Az dia nhé ta c6
T— €T

Af

e ~ f'(xo) hay Af(z) = f'(xo)Ax = df (zo).

Vay ta c6 cong thitc tinh gan ding
flzo+ Az) = f(zo) + f'(z0) Az
Vi du 2.1.49. Tinh gan ding céc biéu thiic sau:
(a) V17 (b) sin46°.

1
AV

Ap dung cong thic tinh gan ding flxo+ Ax) = v/ wg + Az = Jxg +

Gidi: (a) Xét ham f(z) = ¥ = f(z) =

Azx.

\/_

Chon 2o = 16;Az =1 = V17~ V16 +
’ 4\4/163
(b) Xét ham f(z) =sinz = f'(x) = cosz;

122,031
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—4 O——”-A _10__”.
Chon x 5 R x 130

S & S s T o V2 V2
Vay sin 46 —8111(1—1-@) ~81n1+cosz~m—7+7'0,017~0,7194.

e Vi phan cap cao

Dinh nghia 2.1.50. Xét ham f(x) kha vi tai moi x thudc khodng nao dé. Vi phan
ctia vi phan cdp mot duge goi 1a vi phan cdp hai ciia ham so6. Ky hieu d*y = d(dy).
Mot céch tong quat ta co: Vi phan ciia vi phan cap (n — 1) duge goi 1a vi phan cip
n. Ky hiéu
d"y = d(d"Vy) = y™dz" (néu x la bién doc lap).

Cha ¥ 2.1.51. Vi phan cip cao khong c6 tinh bat bién. Cu thé 1a xét ham y = f(x)
néu z khong phai la bién doc 1ap ma z 13 ham clia mot bién doc lap khac (chang han
x= (t)) thi cong thitc trén khong con ding nita.Vi khi d6 dz # 0(dx = x}dt). Khi d6

d*y = d(y..dz) = dy.,.dx + 1..d(dz).
Béng cach dung tinh bat bién ctia dang vi phan (cap 1) thi dy., = y'.dz. Vay
d*y = ylda® + y, d*x.

Vi du 2.1.52. Tinh vi phan cip hai cia ham s6 f(z) = 2%
Gidi: Néu z 1a bién doc lap thi: df = 2zdx v d*f = 2(dx)?.

Néu z khong phai 1a bién doc lap ma x 14 ham ctia bién doc lap khéc chang han
r = t?, khi d6 f = t* va df = 4t%dt;d*f = 12t*(dt)*. Theo trén ta c6 d°f = 2(dx)>.
Néu thé dx = 2tdt vao thi

d?f = 2(2tdt)? = 8t*(dt)? # 12t*(dt)*.

2.2. Ham so hai bién so

Dinh nghia 2.2.1. Ham hai bién
Xét tich dé cac R? va tap hop D € R?%. Ta goi anh xa f: D — R 1a mot ham hai bién
s6 xac dinh trén D, D dudc goi 1a mién zdc dinh ctia ham f.

Néu dat z = f(x,y) thi f: (z,y) — 2 = f(z,y) trong d6 z,y ducc goi la cac bién
doc lap, z dude goi 1a bién phu thuoc.

Vi du 2.2.2. Ham 2z = 2? + y? ¢6 do thi la paraboloid tron xoay. Mién xéac dinh ctia
né 1a toan bo mit phang x0y.
2.2.1. Giéi han va tinh lién tuc ctia ham hai bién

Dinh nghia 2.2.3. Ta néi ring day diém {M,,(x,,y,)} dan tdi diem My(zo,yo) C R

khi n — oo néu lim z, = zg va lim y, = yo hay lim d(M,, My) = 0.
n—oo n—oo n—oo
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Dinh nghia 2.2.4. Gia stt z = f(M) = f(x,y) 1a ham s6 xac dinh trong mot lan
can V nao dé ctia My (c6 thé trit tai My). Ta néi ham f(x,y) c6 gidi han 1a L khi
M(z,y) dan t6i My(zo,yo) néu moi day {M,(x,,y,)} C V dan dén M, ta déu co
lim f(x,,y,) = L. Khi d6 ta viét

n—oo

Am f(z,y) = L.

Yy—Yo
Chu y 2.2.5. Cac dinh 1y vé gi6i han tong, tich, thuong déi v6i ham sé mot bién sb
ciing dng véi ham sé nhiéu bién s6.

Vi du 2.2.6.

N N 2
(a) Ching minh rang khong ton tai giéi han sau lim %
SRy

Theo Dinh nghia 2.2.4 ta chi can chon ra 2 day M, (z,,y,) va M/ (z),y.) ma
(T yn) — (0,0); (21, y.) — (0,0) nhung gidi han ham tuong ting lai khac nhau.

I 1] nooo
Chon {zp,yn} = {— —} 7% (0;0). Ta co

n'n

2

50 72 + Y2 nooo 2

" 2
/ / 1 n—oo .,
{xnvyn} i S 0 — (O, 0) Ta co

n

2 0

z—0 x° -+ y2 n—00 1

o o

Vay ham s6 trén khong c6 gidi han.
2

(b) Tim lim (LY

T——+00 x2 2
Yy—+00 + Yy

1 ’ 1\"
Ta c¢6 22 +y* > 20y = d <$y:_:>0<( i ) g(_) .

4y T 2y 2 x2 4 y? 2
2 2
1 €T - o €T
Nhung | = T2 0. Vay  lim il =0.
2 —+ 2 2
e ety
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Dinh nghia 2.2.7. Ham hai bién lién tuc Gia st ham s6 f(M) = f(z,y) xac
dinh trong mién D, Mo(zo,%0) v& Mo(xo + Az, yo + Ay) 1a nhitng diém thuoc D. Dit
Af = f(xo + Az, yo + Ay) — f(x0,Yo)-
(1) Ham s6 f(x,y) dudc goi 1a lien tuc tai My(xg,yo) néu Algicrgo Af=0.

Ay—0
(2) Ham s6 f(M) = f(x,y) goi 1a lién tuc trén D néu no lien tuc tai moi diém thuoc
D.

Chu y 2.2.8.
(1) Ham s6 nhiéu bién s6 lien tuc cling ¢6 nhing tinh chat nhu ham s6 mot bién s6
lién tuc.
(2) Néu ham f(x,y) khong lién tuc tai My thi ta néi n6 gidn doan tai diém do6. Vay
ham f(x,y) gian doan tai My néu:

+ Hoac n6 khong xac dinh tai Mj;

+ Hozc né xac dinh tai My nhung tai diem d6 khong ton tai gidi han ctia f(M)
khi M dan t6i My;

+ Ho#ic n6 ton tai giéi han khi M dan t6i My nhung Mhrg\l/[ F(M) # f(My).

— Mo

Vi du 2.2.9. Xét tinh lién tuc cia ham s6

1
x.sin — khi y #0,
fla,y) = y
0 khi y=0.

Gidi: Ta thay ham s6 lién tuc tai moi y # 0,z bat ky.

+ Ta xét tinh lién tuc ctia ham sb tai diém (0,0). C6

0<

1 .
Vay lim x.sin — = 0. Ma f(0,0) = 0 nén ham s6 lién tuc tai (0,0).
=
+ Xét tinh lién tuc ctia ham s6 tai (a,0) véi a # 0.
1 Z 2
C6 f(a,0) = 0. Nhung lim z.sin — # 0. Vay ham so khong lén tuc tai moi diem
r—a y

y—0

dang (a,0) v6i a # 0.

2.2.2. Dao ham ctia ham s hai bién sé
Dinh nghia 2.2.10. Pao ham riéng

Cho z = f(x,y) xdc dinh trén mot mién mé D C R? My(zo,y0) € D. Cho xy mot sb
gia Az sao cho (zg + Az, yo) € D. Khi d6 s6 gia cia ham s6 1a

ALf = flxo+ Az, y0) — f(xo, y0)

goi 1 80 gia riéng clia ham s6 tai (xg,%o) theo x.
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Tuong tu, A,f = f(xo,y0 + Ay) — f(xo,y0) goi la s6 gia riéng cia ham so tai
(20, y0) theo y.

Néu ton tai lim ——~ (g, yo) hitu han thi ta néi giéi han d6 1a dao ham riéng cia

Axz—0 A[L’ 8 a
ham s6 theo bién x tai (zo,yo). Ky hieu: 2/ hay a_z hay f' (o, yo) hay f(goayo)'
x x

(0, Yo) hitu han thi giéi han dé goi 1a dao ham riéng

, ) ) 0 O f (zo,
ciia ham so theo bién y tai (zo,yo). Ky higu: z, hay a—z hay f, (w0, y0) hay 9 (o, o)
Y

dy

L s A
Twong tir, neu ton tai lim —yf
Ay—0 Ay

Cha y 2.2.11. Khi tinh dao ham riéng theo mot bién thi ta coi bién con lai 1a hang
s6.

Vi du 2.2.12. Tinh dao ham riéng clia cac ham hai bién sau.

(a) z=2aY (b) z = arctan Y.
T
0 0
Giai: (a) Ta c6: 8_; = ya¥ a—z =2YInzx.
(b) Ta co:
!/
y Y
Ox y\? 2+ x? +y?
1+ (2 -
€T i
/
(g
0z /), x

Dinh nghia 2.2.13. Dao ham ctia ham s6 hop

Cho ham s6 z = f(x,y) c6 cac dao ham riéng lien tuc z,; 2, va x = o(t);y = ¥(t) 6
cac dao ham '(t); 9/ (¢). Khi d6 ham s6 hop f(¢(t),1(t)) cling ¢6 cdc dao ham theo ¢
va

0z 0z Ox Oz @

_— = . — + R
ot Odx ot 0oy Ot

Dinh li 2.2.14. Néu z = f(z,y) c6 cic dao ham riéng lien tuc z,; z, va x = p(t,v);y =

Y(t,v) ¢6 cac dao ham rieng x5; )yl yl thi ham s6 hop f(p(t,v),¥(t,v)) ciing cé cdc

dao ham theo t va v.

0 _ 0z du 0z 0y
ot Ox 0Ot 9y ot
dz 0z Or 0z 0y
v 0z o oy v
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2 .
) N £ . Ju=2" + sy,
Vi du 2.2.15. Tim dao ham ctia ham s6 hop sau: z = u + v* véi { Y

v =1In(x +y).
.o 2 1 21 +
Gidi: Ta co: 2, = 2Ll + 20 =120+ 20— +y =22+ n(z y)’
1 21
z;:z;.u'y—kz;.v’y:1.cosy—i—21)-——|—y:cosy+—n(x+y).

2.2.3. Vi phan toan phan va dng dung dé tinh gan dang

Dinh nghia 2.2.16. Vi phan toan phan

Cho ham z = f(z,y) xac dinh trong mién D.(zg,30) € D. Cho xy mot s6 gia
Az,yo mot s6 gia Ay sao cho (zg + Az,yo + Ay) € D. Khi d6 biéu thic Af =
f(xo+Ax, yo+Ay)— f(x0, yo) goi 1a 56 gia toan phan ciia ham so f(x,y) tai My(xo, o).
Néu né duge biéu dién dusi dang

Af =AAz+ B.Ay+ O(p),

trong d6 A, B chi phu thudc vao (xg,yo).O(p) la vo cting bé bac cao hon p véi p =
VAx? 4+ Ay? thi ta néi ham s6 u = f(x,y) khd vi tai (z9,1). Con biéu thitc A.Ax +
B.Ay goi 1a vi phan toan phan cia ham sé tai (xo, yo).

Ky hieu: df = A.Axz + B.Ay.

Dinh i 2.2.17. Néu ham s6 z = f(x,y) c6 cic dao ham riéng & lan can cia diém
(w0, y0) va néu cac dao ham riéng ay lien tuc tai My thi f(z,y) khd vi tai My va ta cé

dz = fiAzx + f,Ay.

e Ung dung vi phan dé tinh gan ding

Tt dinh nghia ta thay rang vi phan toan phan df chi khac s6 gia toan phan Af
mot vo cling bé bac cao hon p = \/Az? + Ay?. Do d6 khi Az, Ay c6 tri sd tuyet doi
khé bé ta c6 thé xem df ~ Af, tic la

f(@o + Az, yo + Ay) = f(w0,y0) + fr(T0, yo) Az + f, (70, yo) Ay.

Cong thiic nay goi l1a cong thiic tinh gan dung.

1,02
0,95
Giidi: X6t ham s6 u = arctan 2. Ta cin tinh u = f(zo+ Az, yo + Ay) v6i xg = 1; Ax =
0,050 = 1: Ay = 0,02.
— x

Ta c6: fl = Q;Q——i—ny; f = R Vay theo cong thiic tinh gan diung ta cé

Vi du 2.2.18. Tinh gan ding gia tri arctan

1.0,02 + 1.0,05
020 T 6,035 = 0,82(rad).
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2.2.4. Pao ham va vi phan cap cao

Dinh nghia 2.2.19. Dao ham cap cao

Cho ham s6 u = f(x,y) xac dinh va kha vi trong mien D. Céac dao ham rieng f,, f,
14 nhitng dao ham riéng cap mot. Cac dao ham riéng ctia cac dao ham riéng cap mot
(néu ton tai) goi 1a nhitng dao ham riéng cap hai.

Tiy theo thit tir lay dao ham ddi véi cac bién s6 x va y ta co:

o? g (0
e = 54 =5 () (22)
B0 (0f
o PF 0 (of
o) = 5= o (5) (2.4
o? o (0
foe(w,y) = G_yé = oy (G—Jyt) (2.5)

Cha ¥ 2.2.20.

(1) Cong thitc (2.2) va (2.5) duge goi la cong thic dao ham vudng, cong thic (2.3) va
(2.4) duge goi 1a cong thitc dao ham chit nhat.

(2) Cac dao ham riéng cap cao hon ciing duge dinh nghia tuong tu.

Vi du 2.2.21. Tinh céc dao ham riéng cip cao clia ham s6 z = f(x,y) = 2%y* + 2.

Gidi: Ta lan luct tinh cac dao ham riéng cap 1 va cap 2 nhu sau.
2l = 2ry® + da®; z, = 32%y°.
2y = 2% + 122% Zyp = 62%y.
2y, = 6xy’; a2, = 6ay’.

Dinh li 2.2.22. Dinh ly Schwarz

Néu trong mot lan can D nao dé cia My(xg,yo), ham s6 z = f(x,y) ¢é cic dgo ham

riéng fyy; fuy V0 néu cic dao ham ay lién tuc tai My thi f,, = fi, tai M.

Pinh nghia 2.2.23. Vi phan cap cao
Gid stt ham s6 2z = f(z,y) xac dinh va kha vi trong mién D. Khi d6 vi phan toan phan

cuanéd dz = 8—Zd:17+ a—zdy néu ton tai ciing 14 mot ham s6 clia z, y. Vi phan toan phan
Z )
clia dz néu ton tai dude goi 1a vi phdan toan phan cap 2 cia ham z. Ky hiéu
0z 0z
d’z =d(dz) =d | ——dx+ —dy | -
(@) =d (oo + Soay )

Tiép tuc nhu vay ngusi ta dinh nghia vi phan cap cao hon:

d*z = d(d*z);



e Biéu thic vi phan toan phan cap 2
Gia st z,y 1a nhitng bién s6 doc lap, khi d6 dz = Az, dy = Ay d6 1a nhitng hang s6
khong phu thuoc x,y. Gia st d*z ton tai. Ta co:

0z 0z 0z 0z
2 — —
d°z = ( dr + dy)xdx—i—( dr + dy>ydy

0%z 02z 02z 02z
= ——da? dxd d
o2 T <8x8y+8yax> Tt 5
Gid thict them rang f,; f,, lien tuc thi f;, = f, . Khi d6
d*z = flhda® + 2f! dxdy—i—f”dy *)

Chu y 2.2.24. Néu x,y khong phai 14 nhiing bién s6 doc 1ap thi cong thiic (*) khong
con dung nita. Gid st z,y 1a cdc ham clia cac bién doc lap s,t. Khi ay dx, dy khong
phai 14 nhitng hing s6 nita, ma phu thuoc vao s,t. Do do:

d*z = d(dz) = d(frdz + f,dy)
= d(f’)dx + fod(dz) + d(f,)dy + f,d(dy)
M dx? + 2f" d:vdy—l—f”dy + f! d2x—|—fd2
Vay vi phan toan phan cap cao clia ham nhiéu bién s6 khong c6 dang bat bién.
Vi du 2.2.25. Cho ham z = arctan L Tinh d?z(0,1).
)

Gidi: Trude tien ta can tinh cac dao ham riéng cap hai ctia ham s6 da cho. Cu thé:

r Yy X r xz . "o _2553/ . "o QSCy X

r = T3 27 Ay T T3 27 Fa? T 73 N2 Py T 2 2)27

2 +y z? +y (22 +y?) (22 +y?)
S 1 o 2y _ r? —y? _

zy xr2 +y2 (ZL’Q _|_y2)2 (ZL’Q _|_y2)2 yx*

—y
(22 + y?)?

—2xy 9 2zy
—————=dx” + —d +2
@4y g
Vay d*2(0,1) = —2dzdy.

Suy ra, d*z = Sdxdy.

BAI TAP CHUONG 2

Bai 1: Tinh dao ham cap 1 clia cdc ham s6 sau day.

2
)y =(z"=52%)°% 2)y=(*+1)(5-32%); 3)y= 2301;
22 _
1
4) y = —i—x; 5)y=+v2—br—a? 6) y = z.cotx.

11—z
Bai 2: Tinh dao ham cap n clia cac ham s6 cho dudi day.

Dy= 32" +2r—1)*; 2)y= (22" —2)e™®; 3)y= (22" — 42)sin 2z;
4) y = (2* + 1)e*; 5)y = (22 —1)e™?*; 6)y = (2° — 3z)e?



Bai 3: Chi phi san xuét z don vi san pham ctia mot loai mit hang duge cho bdi ham
s6 C(x) = 2500 + 12¢(9).

a) Tim chi phi trung binh sdn xuat 100 san pham? 1000 san pham?

b) Tim chi phi bién dé san xuat 100 san pham? 1000 san pham?

Bai 4: Mot ngudi nong dan can quay 3 chuong nuoi bo liéen nhau c6 ciing dién tich 1a
15m? bang day thép gai. Hoi ngudi nong dan nén quay chudng cé kich thude nhu thé
nao dé vita di yéu cau ve dien tich mdi chudong ma tén it day thép nhat?

Bai 5: Mot ngudi chan nuoi bo sita ¢6 200m rao dé quay hai chudong bo bing nhau
hinh chit nhat. Hoi ngusi dé nén quay chuong cé kich thuée nhu thé nao dé dien tich
mdi chuong 1a 16n nhat?

Bai 6: Tong doanh thu ($) khi san xuat x don vi sdn pham ctia mot nha may duge
cho bdi ham sb sau
R = —2® + 4502 + 52500z (z > 0).

Héi nha may nén dua ra mic san suat 1a bao nhieu san pham dé cé duge doanh thu
16n nhat?

Bai 7: Tong chi phi ($) khi san xuat = don vi san pham clia mot nha may duge cho
bdi ham s sau
C(x) = 2® — 122> + 60z (x> 0).

Hoéi nha may nén dua ra miic san suat 1a bao nhiéu san pham dé chi phi 1a nhé nhat?

Bai 8: Sy lay lan ctia virut c6 thé duge mo hinh béi
N=—-3412t3, 0<t<12
Vé\i N s6 lugng nguoi bi nhiém (tinh bang hang tram nguoi), ¢ 1a thoi gian tinh bang
tuan.
a) Theo anh (chi) dy doan t6i da ¢6 bao nhiéu ngudi bi nhiém virut trén?

b) Virut sé lay lan nhanh nhét vao thsi diém nao?

Bai 9: Khi rac thai do xudng ao, sy phan hity clia rac thai tieu hao oxy. Miic oxy c6
trong ao khi rac thai bi oxy héa duge mo hinh bdi
?—t+1
— t>0.
t2+1
Véi t 1a thoi gian tinh bang tuan. Khi ndo mitic oxy 1a thap nhat? Mic dé 1a bao nhiéu?

O:

Bai 10: Tac dung (E) ctia mot loai thube giam dau sau khi vao dong mau ¢ gio duge
cho béi

1
E:ﬁ(9t+3t2—t3), 0<t<4,5.

Tim ty lé tac dung trung binh ctia E trong khoang thoi gian tit 1 dén 2k va ty 1é tac
dung tic thoi tai thoi diém t = 2 gio.
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Bai 11: Su phét trién ctia mot loai vi khuan duge mo hinh béi ham sé

4t
P =500(1
(5e)

v6i ¢ 1a thoi gian tinh bang (k). Tim ty 1é tang trudng ctia s6 lugng vi khuan tai thoi
diém t = 2.

Bai 12: Mot cong ty vita udc lugng rang chi phi (tinh bang $) cho z don vi san pham
duge san xuat (z > 0) dugc md hinh bsi ham s6 C = 800 + 0,04« + 0,00022*. Hoi
cong ty nén dua ra mic san xuat la bao nhiéu san pham dé miic chi phi trung binh
cho mot san pham 1a nhé nhét?

Bai 13: Lgi nhuan thu dudc tit viec ban x cai dong ho bao thic duge mo hinh bdi
ham s6
P =0,00022% + 10z ($).

a) Tim 1¢i nhuan bién cho mic sdn xuét 50 chiéc.

b) Loi nhuan thyc té tang lén bao nhiéu khi tang miic san xuat tit 50 dén 51 chiéc.
So sanh con s6 d6 véi 1gi nhuan bién & trén roi rat ra két luan.

Bai 14: Tinh cac dao ham riéng cap mot clia cac ham hai bién sau.

1) f(x,y) = sin(22%y®) + €™ 2) f(z,y) = cos(z’y?) + €™ ;
3) fla,y) = e"¥ — 3ty 4) f(z,y) =" — Ba'y?;

2

5) fla,y) =" —cos(52%);  6) f(x,y) = z.e"",
Bai 15: Tim vi phan toan phan ciia cac ham s hai bién s6 dudi day.

1) f(z,y) = cos(zye™);  2) f(x,y) = sin(zye™);  3) f(2,y) = In(zvz +y).
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Chuong 3

Tich phan va mét sé6 ing dung

Tu Chuong 2, ta biét rang néu ham s6 f(x) khé vi trong khoang (a, b) thi c6 dao
ham trong khodng (a,b) va ta hoan toan tinh dugc dao ham clia ham s6 trong khoang
d6. Mot bai toan dat ra 1a néu cho truée mot ham s6 f(z) xac dinh trong khoang (a, b)
thi lieu ¢6 ton tai mot ham s6 F'(x) kha vi trong khoang (a, b) va F'(x) = f(z) v6i moi
x thuoc khoang (a,b), va néu ham F(z) nhu vay ton tai thi ta sé tim ham dé nhu thé
ndo? Chuong nay nham tra 15i cau héi d6. Bén canh d6, ching ta sé tim hiéu mot s6
ting dung quan trong ctia bai toan trén trong nhiéu linh vire trong thite té nhu kinh
té, nong nghiép va mot s6 nganh khoa hoc khac.

3.1. Tich phan bat dinh

3.1.1. Nguyén ham ctia ham sb

Dinh nghia 3.1.1. Nguyén ham

Ham F(x) duge goi 1a nguyén ham ctia ham f(x) néu tai moi diém x thuoc mién
xac dinh ciia f ta déu c6 F'(z) = f(z).

Néu F(z) 1a mot nguyeén ham cia f(z) thi F(x)+ C, v6i C 1a hing s6 ciing 1a mot
nguyén ham cia f(z).
Vi du 3.1.2. Ta c6 cdc ham s6 F(z) = 2%, G(z) =2 +2; H(z) =2* +0,1 déu
la cac nguyen ham ctia ham s6 f(r) = 32 vi dao ham ctia ching déu bang 322
Dinh li 3.1.3. Gia s F(x) cé dao ham trong (a,b) va F(x) la nguyén ham cia f(x)
vor mot x. Khi do, ta co cac khcfng dinh sau:

(1) Véi moi hing so C, F(z) + C ciing la mot nguyén ham cia f(x),Vo € (a,b).

(2) Nguoc lai, moi nguyén ham cia f(x),Vz € (a,b) déu cé dang F(x) + C.

3.1.2. Tich phan bat dinh

Dinh nghia 3.1.4. Néu f(x) ¢6 mot nguyén ham 1a F(z) thi n6 ¢6 mot ho cac nguyéen
ham 1a F(z) + C v6i C 1a mot hing s6 tuy § va ho nguyén ham d6 duge goi 1a tich
phan bat dinh cia ham f(x).
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Ky hiéu: /f(x)dx, trong do: / 1a diu tich phan; x 1a bién lay tich phan; f(z) la
ham duéi dau tich phan; f(x)dx 1a biéu thiic dusi dau tich phan.
Nhu vay theo dinh nghia /f(a:)dx = F(z)+ C.

Vi du 3.1.5. Tinh céc tich phan sau: (a) /x5dx; (b) /sinxdw.

8 8 /
Gidi: (a) Ta c6 /x5dx =% +C i 3y +C | =2

(b) /sin xzdr = —cosx + C Vi (cosz)" = sin .

e Cac tinh chéat cta tich phan bat dinh
y |/ f<x>dx]' - (o) / fa .
(2) dF(z) = F(z) + C hay/ %) iy /F’( Yo = /dF(x) = F(z) + C
(3) / kf(z)de = k / f(x)dz v6i k 1a mot hing s6;
@) [(¢@) + g = [ o+ [ g(a)da

(5) Néu cé/f(x)dx:F(x)+C’vau:g0(x) thi/f(u)du:F(u)—i-C.

e Bang cac tich phan bat dinh ctia mot s6 ham co ban

X

d
1) /de:C; 9)/ ° = arctanz + C;
1+ 2?2
2) /madx— L +C (a#-1);|10) /d—x—arcsinx+0'
Ca+1 ’ \/1—x2_ ’

a+zx

+

K|~

d

a—x

+ C, 12) \5<_ x=2/f(z)+C;

0 [
v/
/cosxdas—smx—l—C 13) /\/mzln(:v—k\/m%i—c
0 |
D

a®dr =

d 1
sinzdr = —cosz + C; 14) /2—962:—arctanz+0;
a*+x a a
dz . T
COSQx—tanx—i—C 15) /—_GQ_xQ:arcsmE—i-C.
d
8) / f = —cotx + C;
sin” x

Cha y 3.1.6. Tu dinh nghia nguyén ham ta thay phép tinh dao ham va phép tinh
nguyén ham la hai phép tinh nguge nhau nén tit bAng dao ham ctia mot s6 ham co ban
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ta suy ra dudgc bang nguyen ham ctia mot s6 ham co ban, ching han cac tich phan ti
1 dén 10 trong bang. Cac tich phan tit 11 dén 15 ta c6 thé xay dung dua vao tinh chét
clia tich phan bat dinh va cac tich phan da biét.

3.2. Tich phan xac dinh

Tt cac kién thiic da duge hoc & hinh hoc phéng, ching ta biét dien tich 1& mot s6
do biang s6 ctia mién duge giéi han. Véi cac hinh don gidn, nhu mién hinh tam giac,
mién hinh chit nhat, mién hinh thang,... ttc 1a cac mién giéi han béi cac doan thing,
hay mién hinh tron, ching ta cé thé tinh dién tich bang cac cong thiic tinh trong hinh
hoc.

Ta cuing tim hiéu mot sé vi du sau day:

Vidu 3.2.1. (a) Tinh dién tich S clia mién tam giac gidi han bdi cac duong f(z) = 2x,
r=0vax=2.
(b) So sanh dién tich S va hieu F(2) — F(0) v6i F(x) 1a nguyén ham bat ky cia f(x)
trén doan [0, 2].

fix) Zx

Hinh 3.1:
I ) 1 1
Giai: (a) Nhin hinh vé 3.1 ¢6 S = §ah =35 4.2 =4.

(b) Ta c6 F(z) = 2> = F(2) — F(0) = 2> — 0> = 4. Vay S = F(2) — F(0).

Trong chuong nay, chiing ta dugc hoc thém mot phuong phéap tim dién tich cia cac
hinh trén, dé la ding tich phan xdc dinh. Bang tich phan xéc dinh, ta con c6 thé tim
dién tich ctia cdc mién gidi han bdi cdc dudng cong kin bat ky, hay cac mién khong
phai chi gigi han béi céc doan thang nhu mién R dude chi ra & hinh vé 3.2.

3.2.1. Dién tich ctia hinh thang cong va tich phan xac dinh
Dinh nghia 3.2.2. Cho ham s6 f(z) lien tuc va lay gia tri duong trén doan [a, b]. Hinh

phéng gi6i han bdi dudng cong y = f(x), truc hoanh va hai duong thang v = a,x = b
duge goi 1a hinh thang cong (Hinh 3.2).
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Hinh 3.2:

Bai toan: Cho f(z) 1a ham s6 lien tuc, dong bién va nhan gia tri duong trén doan
[a,b]. Chiing minh réng dién tich A ctia hinh thang cong gidi han bdi do thi clia ham
s6 f, truc hoanh va hai duong thang x = a, z = b dudc xac dinh béi

A=F(b) - Fla).

Trong d6 F(x) 1a mot nguyén ham bat ky ctia f(z) trén doan [a, b].
Chiing minh.

Gid st A(z), a <z < b (Hinh 3.3) 13 ham s biéu thi dién tich ctia mién gidi han
bdi d6 thi ham s6 y = f(z), truc hoanh, duong thing z = a va dudng thing di qua
hoanh do z va vuong géc véi truc Oz tai diém z. Dé tim hiéu mdi quan hé gitta A(z)
va f(z), cho x mot s6 gia Az, dién tich ctia phan tng véi s6 gia Az ky higu 1la AA.
Goi f(m) va f(M) tuong ting 1a gia tri nhd nhat va gia tri 16n nhat clia ham f trén
doan [z, z + Ax].

A(x)
a . B '
Hinh 3.3:
Nhin hinh vé 3.4, ta nhan thay:
AA
f(m).Ax < AA<L f(M). Az & f(m) < s < f(M)

x
< lim — <

& w7 = fmg Ky = iS00

& flz) < Az) < flz).
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i A Y

r | =
T + Ax T + Ax r + Arx

Hinh 3.4:

Do d6 A'(z) = f(x) vi F'(z) = f(z) = A(z) = F(z) + C. Vi A(a) = 0 nén
C =—F(a). Vithé A(z) = F(z) — F(a) = A(b) = F(b) — F(a).

Vay dién tich ctia hinh thang cong giéi han bdi do thi clia ham s6 f, truc hoanh va
hai duong thang x = a,z = b dudc xac dinh béi

A= F(b)— F(a).
Trong d6 F(x) 1a mot nguyén ham bat ky ctia f(z) trén doan [a, b].

Dinh nghia 3.2.3. Cho ham s6 f lién tuc trén K va a, b 13 hai s6 bat ky thuoc K. Néu
F 1a mot nguyén ham cua f trén K th1 hiéu sb F(b) F(a) dugc goi la tich phan zdc

dinh cia f tw a dén b va ky higu 1a /f )dx ho#c /f = F(x)| = F(b)— F(a),

trong dé a, b duge goi 1a cac can lay tzch phan, a 1& can dudi, b 1a can trén, f 1a ham so
dudi dau tich phan, f(x)dx 1a biéu thitc dudi dau tich phan, x 1 bién s6 ldy tich phan.

Cha y 3.2.4. (1) /f(x)dx 1a mot s6 khong phu thudc vao viée chon nguyén ham

F(z) trong ho cac nguyén ham cta f. That vay,

/f (2) + )

(2) Tich phan x4c dinh khong phu thuoc vao bién 1ay tich phan ma chi phu thuoc vao
ham s6 dudi dau tich phan va can lay tich phan, tic 1a

jf@ﬂx:]f@ﬁ

(3) V6i dinh nghia tich phan xac dinh, dién tich A ctia hinh thang cong giéi han bdi
d6 thi ctia ham s6 y = f(x) (ham s6 lien tuc, khong am trén doan [a, b]), truc hoanh
b

" (F(b) 4+ C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a).

a

va hai duong thing z = a,z = bla: A = /f(x)dx
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Quay tré lai Vi du 3.2.1 ta thay dién tich cia mién tam giac do6 la

2

S=/2xdx:x2

0

2
=22 0% =4.
0

Vi du 3.2.5. Tinh dién tich hinh thang cong giéi han béi do thi ham s6 y = 2? — 1;
truc hoanh va hai dudng thing z = 1; 2 = 2.

5 2
3 3
G Taco S— [(2-dr= [ S —z)| = (Z_2) - (2-1) 22
Gzaz.TacoS—/(x l)dx—<3 x) —<3 2) (3 1)—3
1

1
e Tinh chit ctia tich phan xac dinh
b

(1) /k:f(x)dx - k/bf(x)dx, k€ R;

a
b b

@)/U@»+mmwx=jfwmI+/ﬁuwa

a a

b

(3) V6i3sda<b<ctaco: /f(x)dx = /f(x)d:v + /f(:l:)dx;

c

b

a

@)jf@ﬂx=&

() /bf(fﬁ)dl“: —/af(ﬂf)dl“-
a b

3.2.2. Cac phuong phap tinh tich phan xac dinh

(a) Phuong phap tinh truc tiép: Stt dung cac bién déi dai s6 dé dua tich phan can
tinh vé nhitng dang tich phan da c6 nguyén ham co ban.

2
Vi du 3.2.6. Tinh tich phan / |22 — 1|dzx.

0

Vv
N | —

2x — 1, T
Giai: Ta c6 |22 — 1] =
—(2z — 1), T <
1

2 3 2
Nén/|2x—1|dx:/—(Qx—l)dx—l—/(Qx—l)da:: (—2* + )
0 0 1
2

1
2

+ (x2 —x)

DN | Ut

0

D=

4
Vi du 3.2.7. Tinh tich phan I = / —3+/zdx.

1
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4

Giagi: I = —3/91;5(13: = -3
1

(b) Phuong phap doi bién sb

4

= —14.
1

Njw

- X

2
3

Cach 1: Doi bién z = ¢(t). Xét [ = /f(:c)d:c v6i f(z) lién tuc trén [a, b].

Dinh i 3.2.8. Gid st phép doi bién x = ¢(t) théa man cdc diéu kién:
(1) o(t) c6 dao ham lién tuc trén [a, f];
(2) pla) = a va p(F) = b,
(3) Khi t bzen thién trong «, 8] thy x bién thién trong |a,b].

Khi do: /f dx—/f

Vi du 3.2.9. Tinh tich phan I = /1’2\/CL2 —z2dx  (a > 0).
0
Gidi: Dat x = asint = dv = acostdt; khix =0=t=0z=a=1= g

jus

a i a 1
Vay I = /(asint)Q(a cost)’dt = T /sin2 2tdt = 5 (t ~1 sin4t)
0 0

0

[ME]
'S

2
d
Vi du 3.2.10. Tinh tich phan I = / : rar
0

Gidi: Dat u =1+ 42 = du = Szdz.
Déi can lay tich phan, ta duge: e =0 = u =12 =2 = u = 17.

17 17

Cach 2: Ddi bién t = ¢(x).

Dinh 1i 3.2.11. Néu phép doi bién t = p(x) théa man cic diéu kién:
(1) o(x) bién thién don dieu trén [a,b] va cé dao ham lién tuc;
(2) f(z)dz trd thanh g(t)dt vdi g(t) lien tuc trén [p(a), @(b)].

b

b o(
Khi dé, /f(x)dx: /g(t)dt

¢(a)
Chua y 3.2.12. (1) Khi dung cong thic trén can luu y tinh don diéu cta ¢(z) trén
[a, b] néu khong rat c6 thé xdy ra p(a) = p(b) mac du a # b.
(2) Khi tinh tich phan xac dinh bing phuong phap doi bién ta phai déi can lay tich
phan theo bién méi.
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Vi du 3.2.13. Tinh tich phan I = / T
1+sin“x
0

Gidi: Dat t = sinz khi d6 sinz bién thién don diéu trén {O, g] :dt = cos zdz.

$:O:>t:0;$:g:>t:1.
/ d
¢ 1
Vay I = / i arctant‘o = %
0
(c) Phuong phap tich phan titng phan: Gia st u = u(z);v = v(z) déu c¢6 dao ham
lien tuc trén [a,b]. Khi d6
,
— /vdu.
1

Vi du 3.2.14. Tinh tich phan [ = /ln(l + x)dx.

0

dx
1+=x

1 1
1
—/xdm :1112—/ - Ve
0 1+z 1+z
0 0
1

=—14+2In2.
0

b

/udv = uv

a

Gidi: Dat u=1In(1 +z) = du = jdv =dr = v = 1.

I'=2In(1+x)

=In2— (z —In(1+x))

1

Vi du 3.2.15. Tinh tich phan I = /xerdx.

0

Giai: Dat uw = o = du = dx;dv = e*dr = v = e”.
1

1
—/exdx:e—ex
0

0

1
—e—e+1=1.
0

Vay [ = xe”

3.2.3. Mot s6 ting dung ctia tich phan xac dinh

(a) Ung dung tich phan xac dinh trong hinh hoc

Ta nhic lai cac cong thitc tinh dién tich hinh phing sau day da dude hoc rat ki &
sach gido khoa Giai tich 12.

Truong hgp 1: Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a, b thi dién tich S ciia hinh
phéng gidi han bdi do thi ham s6 y = f(x), truc hoanh va hai dudng thang x = a,z = b
1a

b

S:/|f(x)|da:. (3.1)

a
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Vi du 3.2.16. Tinh dién tich S cia hinh phéng gi6i han béi do thi ham s6 y = 2% —1,
dudng thing = = 2 truc tung va truc hoanh.

A

I=1

Hinh 3.5:

Gidi: Nhin hinh vé 3.5 ta thay, f(r) = 2* — 1 < 0,Vz € [0, 1];

f(z) > 0,Vz € [1,2].
Ta co
2 1 2 .
S:/]333—1\dx:/(1—x3)das+/(:v3—1)d:v: 3
0 0

1

Truong hop 2: Dé tinh dien tich S ctia hinh phéng giéi han béi do thi cac ham s
y = f(z);y = g(x) lien tuc trén doan [a, b] va hai duong thang z = a,z = b ta c6 cong
thic

b

5= / () — g(a))de. (3.2)

-
=

Hinh 3.6:

Chu y 3.2.17. (1) Tuong tu bang cich coi z 13 ham s6 clia bién y, dién tich S cla

hinh phéng gi6i han bdi cac dudng cong z = g(y),z = h(y) (g, h 1a cdc ham lién tuc
trén doan [c,d]) va hai duong thing y = c;y = d 1a

d
5= / 19(y) — h(y)ldy. (3.3)

48



(2) Dé tinh dién tich ctia cac hinh phtic tap hon ta phai chia thanh cic hinh don gian
da biét cach tinh dien tich.

Vi du 3.2.18. Tinh dién tich S ctia hinh phéng giéi han bdi do thi ham s6 y =
2 — 2%y =—x

b
=

b,
v 4 "
:
2 g = A3 B
=14+ L
=
-
—_—

Gidi: Phuong trinh hoanh do giao diém ctia hai d6 thi ham s6 la:

2 —a2?=—r< x=—1hoicz=2.

2

9
TacéS:/(2+x—x2)d:c: oY

1
(b) Ung dung tich phan xac dinh trong vat ly
Bai toan vé quang duong di dudc ciia mot vat: Gia sit mot vat chuyén dong cé
van toc thay doi theo thoi gian t,v = f(t),(0 < t < T). Chitng minh ring quing
duong vat di chuyen duge trong khoang thoi gian tit thoi diém ¢ = a dén thoi diém
t=00<a<b<T)la
S = F(b) — F(a).

Trong d6 F 1a mot nguyén ham bat ky ctia f trén khoang (0, 7).

Goi S(t) 1a ham s6 chi quang dudng vat di chuyén duge cho téi thoi diem . Quang
dudng vat di chuyén duge trong khoang thoi gian tit thoi diém ¢t = a cho dén thoi diém
t=0bl1a S = S5(b)— S(a). Mat khac, ta biét rang S'(t) = v(t) = f(¢), do d6 S(¢) 1a mot
nguyen ham cia f va S(t) = F(t) + C. Vay

S = S(b) — S(a) = [F(b) + C] — [F(a) + C] = F(b) — F(a) = / f(@)da.

Vi du 3.2.19. Mot vat dang chuyén dong véi van tdc 10m/s thi tang toc véi gia toc
a(t) = 3t + t*(m/s*). Tinh quang dudng vat di duge trong khoang thoi gian 10s ké tit
ltc bat dau tang toc.
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Gidi: Van toc tang len ctia vat 1a v(t) = d/(t) = 3 + 2t, van toc thuc té clia vat sau khi
tang toc la v(t) = 3+ 2t+ 10 = 2t + 13. Vay quang dudng ma vat di dugc trong khoang
10
. R ) 10
thoi gian 10s ke tir lic bat dau tang toc la: S = /(2t +13)dt = (t* + 13t)| = 230m.

0
0

(¢) Ung dung tich phan xéc dinh trong dsi séng - kinh té

Céc tinh huéng trong thic té chang han nhu su tang lén, sy phan hity ctia vat chét,
sy tang trudng, sy sut gidm vé dan s6 thi toc do ting trudng, téc do sut gidm clia ching
theo thoi gian t ty 16 véi s6 lugng vat chat, hay dan sb6 ¢ thoi diém dé. Trong mo hinh

‘ . . s yex o d
don gidn nhat, moi quan hé nay duge bieu dién béi phuong trinh d_i = ky &y = Ce.

Trong phuong trinh trén C' la gié tri ban dau, k 1a he s6 ty lé, ¢ chi thai gian va y 1a
mot ham s6 theo t chi s6 lugng chat, dan s6, ... tai thoi diém ¢. Mo hinh trén dugc
goi 1a mo hinh tang trudng md. Mo hinh tang trudng mi 1a khong bi giéi han.

Vi du 3.2.20. Mot to chite quan 1y dong vat hoang da ciia mot bang ¢ My da tha 100
con huou vao mot khu vige bao ton. Trong sudt 5 nam dau, quan thé da tang len 432
con. T6 chitc quan Iy nay da tin tudng ring sé luong ca thé ciia quan thé nay c6 thé
duge mo hinh béi ham tang trudng logarit, vdi gidi han 2000 con. Viét mo hinh tang
trudng logarit cho quan thé nay. Sau dé sit dung mo hinh nay dé lap bang chi ra kich
thudc ctia quan thé huou trong vong 30 nam tdi.

Gidi: Goi y 1a s6 lugng huou trong ¢ nam. Mo hinh l6garit c¢6 nghia 1 téc do thay doi
clia 56 lugng cé thé trong quan thé ty 1& v6i y va 2000 — y, phuong trinh c6 dang

dy _

Zr = ky(2000 — ), 100 < y < 2000,

Giai phuong trinh trén, ta dugc

2000

T Tabe (34)

Y
Gia thiét cho y = 100 khi ¢ = 0 nén thay vao phuong trinh (3.4) c6 b = 19.

2000
— & k= 0,33106.
1+ 19¢—k5 ’

2000

1+ 19¢—0.33106t
S6 lugng ca thé trong quan thé trong 5 nam dau duge chi ra béi bang sau:

y =432 khi t = 5 nén c6 432 =

Vay mo hinh ting truéng cho quan thé la y =

Thai gian ¢ 0 5 10 15 20 25 30
Kich thudc ctia quan thé | 100 | 432 | 1181 | 1766 | 1951 | 1990 | 1998

Vi du 3.2.21. Lgi nhuan bién cho sin pham clia mot cong ty kinh doanh duge cho

dP . .
bdi mo hinh e —0,0005x + 12,2 trong d6 P la doanh thu va z la s6 san pham da
x

ban. Lgi nhuan sé ting lén bao nhiéu khi ban hang ting tit 100 dén 110 don vi san
pham.

Gidi: Sy thay doi lgi nhuan ctia san pham khi ban hang tang tit 100 dén 110 don vi
chinh 1a tich phan x4c dinh ctia ham P trén doan [100, 110]. Do d6 ta c6 1¢i nhuan can
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tim 1a:

110

/ —dr = / —0,00052 + 12, 2)dz = (—0,000252% + 12,2z)| = 121,48$.
100
100 100

3.3. Tich phan suy rong

3.3.1. Tich phan suy rong véi can vo han
Dinh nghia 3.3.1. Khoang lay tich phan 1a [a; +00).

Cho ham f(x) xac dinh trén [a; +00), kha tich trén moi doan [a, b](a < z < b < 400)
titc 1a ton tai tich phan véi moi x thudc [a, b]; (b > a). Ta goi gidi han

lim /f(m)dm (3.5)

b——+o0

1a tich phan suy rong cia ham f(x) trong [a; +00). Ky hieu:

TﬂMm (3.6)

+ Néu (3.5) ton tai (hitu han) thi ta néi tich phan suy rong 1a hoi tu.

+o0 b
/ﬂ@ngﬂ/ﬂmw. (3.7)

+ Néu (3.5) khong ton tai thi ta noi / f(x)dx 1a phan kj.

Cha y 3.3.2. (1) Tuong tu ta dinh nghia:

/f )dxr = lim f(:p)d:p

c——00

/f @_/f m+/f

Ta thay / f(x)dz chi hoi tu khi va chi khi ca hai tich phan & vé phéi déu hoi tu.
(2) Dé tinh tich phan (3.6) ta lam theo tht tu nhu sau: Tinh tich phan
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/f(x)dx = F(b) — F(a) (két qua la mot ham s6 theo bién b) — Tinh lim (F(b) —

b—~+o0
F(a)). , ,
(3) Néu tinh tich phan suy rong bing phuong phap doéi bién sb, ta tién hanh do6i can
binh thuong luu ¥y 1a khi x — +oo thi lay gidi han ctia ham bién mdi xem bién méi
tién dén dau.
(4) Tich phan suy rong véi can vo han con dudc goi 1a tich phan suy rong loai mot.

d
Vi du 3.3.3. Xét sy hoi tu cta tich phan [ = / & (>0, a>0).
xa

. d b
Gidi: Néu o = 1 thi [ = / Y _ lim Inz| = 4oo.
T b—+o0 a
b b
dx xl—e 1
N 1. T = = b —a'?).
éu o # aco/xa (1—a> 1—a( a )
1 ) 400 khi a<l1
Suyra [ = lim —— (b7 —¢a!7®) = l—a )
Y Jm J=1_a khi a>1
11—«
_ dr . . . e
Vay — hoi tu khi a > 1 va phan ky khi o < 1.
xa
—+o00
Vi du 3.3.4. Tinh tich pha ong I / dx
i du 3.3.4. Tinh tic an suy rong I = —_— .
Gidi: Ta bién doi tich phan I nhu sau:
0 b b
I = lim / =2 lim /
b—+4-o00 (1 + 5(]2 b~>+oo 1+ ]}2 b—+o0 1+ ZE2
b 0 0

b

— 2 lim (2 arctans + —2 -
T \ 2T T o )

s
2

Chu y 3.3.5. (1) Néu / |f(z)|dz hoi tu thi / f(x)dz cting hoi tu khi d6 ta néi rang
/ f(z)dz hoi tu tuyet doi.

(2) Néu / f(x)dx hoi tu nhung / | f(x)|dx phan ky thi ta noéi / f(x)dx ban hai tu
(hoi tu khong tuyet doi).
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3.3.2. Tich phan suy rong v6i ham khong gidi no6i

Dinh nghia 3.3.6. Cho ham f(x) kha tich trén [a,b — €] v6i € > 0 bé tuy § va khong
lien tuc tai b (tic 1a lign0 f(z) = o0). Ta goi gidi han
x—b—

e—0t

b—e

lim / f(z)dx (3.8)

1a tich phan suy rong ciua f(x) trén |a,b]. Ky higu:

b
/f(x)dx (3.9)
+ Néu gi6i han (3.8) hitu han ta néi tich phan (3.9) hoi tu va
b b—e
/f(x)d:c = lim / f(z)dz.
e—07t

+ Néu gi6i han (3.8) khong ton tai ta noi tich phan (3.9) phdan ky. Diém b khi d6

duge goi 1a diém bat thuong (hay diém ky di).

Cha y 3.3.7. (1) Tuong tu ta dinh nghia cho tich phan suy rong ctia ham f(z) kha
tich trén moi doan [a + ¢,b],& > 0, nhé tuy § va khong gidi noi khi x — a + 0:

b b
[ e =t [ s
a a+te

(2) Néu f(x) khong gidi noi khi z — zq véi 29 € (a,b) ta chia doan [a,b] thanh 2
khoang [a, 7] va [z, b] 101 4p dung cAch tinh tren.
(3) Néu f(z) c6 diem gidn doan vo cuc tai o = a (hodic x = b; hodc tai mot sé hitu han
diém trén [a,b]) v F(x) 1a ham théa man hai didu kién:

+ F(z) la nguyén ham ctia f(z) tai nhitng diém x trén [a, b] trit nhing diém f(z)
gian doan vo cuc;

+ F(x) lién tuc trén [a,b]; thi cdc tich phan trén van duge tinh theo cong thic
Newton-Leibnitz.
(4) Tich phan suy rong v6i ham khong giéi noi con duge goi la tich phan suy rong loai
hai.

8

V2 + d
o3 x.

V24 242 2 n T .
= = = va
V2—2 VAi—22 JA—22 A—22

8

2
Vi du 3.3.8. Tinh tich phan I = /
0

Gidi: Dé thay, khi z # 2 thi f(z)

V2+zx T
dr = 2arcsin — — vV4 — 22 4+ C.
V2—1x 2
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Ta thay F(z) = arcsing — V4 — 22 14 mot nguyén ham cta f(z) trong [0,2) nhung
F(x) lién tuc trén toan doan [0, 2]. Do d6

I = (arcsing — V4 — x2>

2
Vi du 3.3.9. Tinh tich phan [ /
1

2

=2+ .
0

rlng

Gidi: Ta thay, ham s6 f(z) = l— gidn doan vo cyc tai x = 1 va ham s6 F(z) =
rlnz

In(ln ) 13 mot nguyén ham cua f(x) trén (1,2] nhung F(x) khong lién tuc trén [1,2].

Do dé
2

= ll—I}(l) cInz ll_l}é[ln(ln 2) — In(In(1 4 ¢))] = oo.
1+e

Vay tich phan trén la phan ky.

BAI TAP CHUONG 3

Bai 1: Tinh cac tich phan

2 _
/\/1—{—3: tVi- dx; 2) /xsinmdm; 3) 20 1
V1—2*t 1/
—4dxdx
4 2343 — 9 . 1 .
) /a: Ve dr; 5) /(1—2:52) ; 6) /1‘ (32 + 1)%dx;
7) rdr 3) x? 41 9) / dz
Vi — 22’ N rin®z’

Bai 2: Téc do bién thien clia s6 lugng vi khuan theo mot don vi thoi gian ¢ duge do
boi
dP 3000
dt 140,25t
Trong d6, ¢ 14 thai gian tinh bing don vi ngay. Khi ¢ = 0 thi s6 vi khuan P = 1000.
a) Viét phuong trinh mo ta s6 lugng vi khuan theo thai gian t;
b) S6 vi khuan 1a bao nhicu sau 3 ngay;

¢) Sau bao lau s6 vi khuan s& len dén 12 000 con.

Bai 3: Doanh thu bién cho viéc ban mot san pham duge moé hinh béi

dR 100
dr

V6i z 1a s6 lugng hang héa da ban.
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a) Tim ham doanh thu R biét khi z =0 = R = 0;
b) Tim tong doanh thu khi ban duge 1500 san pham;
¢) Phéi ban dugc bao nhiéu san pham dé tong doanh thu dat 602308$.

Bai 4: Miic luong trung binh cho mot ngusi quan 1y (S$) 6 My duge thay ddi véi ty 1é

a5 _ 2621, 7207t
dt

V6i t = 5 tuong tng v6i nam 1995. Nam 2001, mic luong trung binh cho ngusi quan
Iy da la 1184969.
a) Tim ham s6 mo ta4 mic luong trung binh clia ngudi quan 1§ mdi nam.

b) Nam 1999, miic luong trung binh ctia ngusi quéan 1y 1a bao nhiéu?

Bai 5: Do sy cung cap thiéu oxy nén cé hdi trong hd dang bi chét dan. Ty lé thay doi
clia s6 luong ca hoi trong ho duge do béi
dP t
O 125e%.
dt ¢
V6i t 1a thoi gian tinh bang ngay. Khi ¢t = 0 thi s6 c4 hoi trong ho 1a 2500.
a) Viét phuong trinh mo ta s6 lugng ca hoi theo thoi gian ¢;

b) S6 lugng ca hoi con 1a bao nhiéu sau 15 ngay.

Bai 6: Mot vuon uom cay xanh thudng ban mot loai cay bui sau 5 nam trong va cham
soc. Ty lé phat trién ctia cay sau 5 nam duge do béi

dh 17, 6t

dt /17,682 + 1
V6i t 1a thoi gian tinh bing nam, i 14 chiéu cao clia cay tinh bang cm. Biét mam cay
trude khi dem wom cao 6¢em.
a) Tim ham s6 mo t& chiéu cao clia cay;
b) Khi cay dugc dem ban thi ching cao bao nhiéu?

Bai 7: Chi phi bien cho viéc san xuat = don vi san pham duge mo6 hinh béi

E =32 — 0, 04x.
dx

Biét chi phi dé san xuat mot don vi san pham 1 50 000 dong. Tim tong chi phi dé san
xuat 200 san pham.
Bai 8: Logi nhuan bién cho mot loai san phém duge mo hinh béi

dP

= —0,0005x + 12, 2.
dx

a) Loi nhuan tang lén bao nhiéu khi ban hang tang tit 100 dén 101 don vi sdn pham.
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b) Lgi nhuan ting lén bao nhicu khi ban hang tang tit 100 dén 110 don vi san pham.

Bai 9: Tinh céac tich phan:

0 [+ 2) an

0
4) /|1n:v]dx; 5)

222 4r + 2
dzx; 6 ——dux;
o )/x2+$—2 o

1
(e

0

/1 12
0 10

jus

VB

9 sinx + cosx

3
7) / cos zdx / dx ) p
P : ; p— Z.
1+sinz sin 2 /sinx — cos x
s 0
4

0

Bai 10: Tinh cac tich phan suy rong:

T ' aret a1
1) /—QSin—dx; 2) /Lanzda:; 3) /$4+ dx;
x x (1+22)2 zt+1
2 0 0
+o0 d 400 d 400
X X 2
4 —: 5 _— 6 xe *d.
) /x\/l—l—xQ ) /x\/x2—1 ) /
a? NG 0
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Phan 2. X4c suat
Chuong 1

Khai niém va cac phép toan

1.1. Giai tich to hop

1.1.1. Qui tiic cdng, quy tic nhin
a. Quy tic cdng

Néu mét cong viée dugc chia ra thanh k trudng hop dé thuc hién, trudng hop
mot co n; cach thyc hién xong cong viéc, truong hop hai ¢6 n, cach thuc hién xong
cong vigc, . . ., truong hop k ¢6 ng cach thyc hién xong cong viéc va khong c6 mot
cach thyc hién nao ¢ truong hop nay lai trung véi mot cach thuc hién & truong hop
khac.
Khi do6 ta c6: n=mn +ny +...4+ N cach thuc hién cong viéc.
b. Qui tic nhan

Gia st mQt cong viéc nao d6 dugc chia thanh k giai doan. C6 n; cach thyc hién
giai doan thu nhét, n, cach thuc hién giai doan thu hai, . . ., ng cach thuc hién giai
doan thu k.
Khi do ta c6: n=n.ny..ng cach thyc hién cong viéc.
Vi du 1.1.1. Gia sir dé di tir A dén C ta bat budc phai di qua diém B. C6 3 duong
khac nhau dé di tir A dén B va c6 2 dudng khac nhau dé di tir B dén C.
Viy ¢6 n = 3.2 = 6 cach khac nhau dé di tir A dén C

1.1.2. Chinh hop
a. Chinh hgp khong lap . )
Pinh nghia 1.1.2. Mot chinh hop chép k cua n phan tir la mot nhom sap th tu
gom k phan tir khac nhau lay tir n phan tir da cho (k <n).
nlt
Ky hiéu va cong thire: S = 01" n(n-1)...0 -k +1)
n—k)!

Nhu vay: Hai chinh hop chap k cua n phan tir khac nhau néu:

- Hodc chung cc:) it nhat mét phan tir khac nhau; o

- Hodc ching gom k phén tor nhu nhau nhung sap xép theo thir tu khac nhau.
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Vi du 1.1.3. Mot 16p phai hoc 10 mon, mdi ngay phai hoc 2 mén. Héi c6 bao nhiéu
cach sip xép thoi khoa biéu trong mot ngay.

Giai: Vi moi cach sap Xep thoi khoa biéu trong ngay 1a viéc ghep hai mon trong sO
10 mon, cac cach sap xép nay khac nhau do ¢ it nhat ‘mdt mon khac nhau hodc chi
do thu ty sip xép trudc sau gitta hai mén. Vi thé mdi cach sip xép tmg vi mot
chinh hop chép 2 tir 10 phan t.

Tic 1 co: A =10.9=90 (cach).

b. Chinh hgp cé lip

Pinh nghia 1.1.4. Mgt chinh hop ¢6 Idp chdp k ciia n phan tr 13 mot nhoém sip
thi ty gom k phan tir liy tir n phan tir d cho trong d6 mdi phan tir c6 thé c6 mat
dén n lan trong nhom tao thanh.

Ky hiéu va cong thire: AS = n¥

Vi du 1.1.5. Bé ding ky xe may nguoi ta ding 4 chit s6 tir 0,1,....,9 cho mot séri.
Hoi mdi séri co thé dang ky duoc bao nhiéu xe.

Gidi: S6 xe may dugc ding ky trong mot séri chinh 1a chinh hop c6 1ap chap 4 cua
10 (trtr di 1 vi trong thue té khong dung 4 chit s6 0)

A ~1=10% ~1=9999 (xe).

Vi du 1.1.6. Dé truyén tin bang tin hiéu mooc-xo gom hai ki hiéu cham (.) va vach
(-), nguoi ta ma hoa mdi chir cai cia bang chit cai thanh mot nhoém co thur tu gdm
khong quéa 4 ki hiéu. Biét ring cung mot ki hiéu co thé c6 mat nhiéu lan trong
nhém co thi tu tao thanh. Hoi ¢6 thé ma hoa duogc bao nhiéu chir cai ?
Gidi: Mot nhom c6 thr ty gdm k ki hiéu (1<k < 4)tao nén chinh 12 mot chinh hop
lap chap k tir 2 phan tir da cho. Vi vy so chir cai ma hoa duoc 1a:

A2+A2 +A +A4 =12422+2342% =30

Nhu vay néu bang chir cai ciia mot thtr tiéng nao d6 gdm khong quéa 30 chir thi ta
c6 thé ma hoa theo cach trén.

1.1.3 Hoan vi
Pinh nghia 1.1.7. Hodn vi 1a mot chinh hop khong lap chip n cta n phan t. Hay
hoan vi cia n phén tir la mot nhém 6 thur tu gém du matn phﬁn tr da cho.
Vay cac hoan vi ctia n phan tir chi khac nhau bdi thtr tu sap xép gitra cac phan tur
do.
Ki hiéu va cong thirc: P, =n(n-1)(n—2)...1=n!
Vi du 1.1.8. C6 bao nhiéu cach xép 5 ngudi ngdi vao mot chiéc ghé dai gom 5 chd.
Gidi: S6 cach xép 5 ngudi vao mot ghé dai gom 5 chd chinh 14 hoan vi cta 5 phan
tir, nén ta co

R, =51=5.4.3.2.1=120(céch).
Vi du 1.1.9. C6 bao nhiéu cach xép n dai biéu ngdi quanh mét ban tron.
Gidi: Do céc chd ngdi quanh mdt ban tron khong c6 phan tir thir nhat va phan tir
cudi cung nén dai biéu thir nhat duoc ngéi tw do. Cac dai biéu con lai ¢6 sd cach
chon vi tri ngdi 1an luot 1a: (n-1),(n-2),...,1
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Viy cach xép n dai biéu ngdi quanh ban tron 13: (n—1)! (cach).

1.1.4. T6 hop
Pinh nghia 1.1.10. M4t t6 hop chdp k ciia n phan tir (k <n) 1a mot nhom khong
phan biét thtr tuy gdm k phan tir khac nhau 14y ra tir n phén tir da cho.

n!
k!(n—k)!
Vay: Mbi t6 hop gdm cac phan tir khac nhau, hai to hop khac nhau 1a do cac phan
tr chira trong chiing khac nhau chtr khéng phai 12 do bo khac nhau vé tha tu cia
cac phan tir trong do.
M@t vai tinh chit ciia té hop:

Ky hiéu va cong thire: CX =

+ Crlf :Crr]“k
+ Cr? =Cfl =1  (Quy udc: 01=1)
+ClL :Crr]‘_l —
k k k-1
+C,.1=Cn +Cp

Vi du 1.1.11. 10 doi bong thi ddu véi nhau theo thé thire dau vong. Hoi phai to
chirc bao nhiéu tran dau?
Gidi: MOi tran dau Gmg véi mot nhom gdém 2 phan tir tir 10 d6i (khong phan biét
thir tu). Vi vay phai t6 chuc tat ca:
Ch = % =45 tran déu.

Chuy:
* Pé nhdn dang mét hodn vi ciia n phan tir ta thuong ding cdc dau hiéu déc trung
sau.

+n phﬁn tir déu phai c6 mat;

+ Mbi phan tir chi xuét hién dung mot lan;

+ C6 tht ty gilta cac phan tur.
* Ta sur dung khai niém chinh hop khi gap tinh huéng:

+ Phai chon k phan tir tir n phan tir;

+ Sép thtr ty k phan tur do.
* Ta stk dung khdi niém t6 hop khi gap tinh huéng:

+ Can chon ra tir mot tap co n phan tr mot tAp con ¢ k phan tir;

+Luuy rang trong tap con k phan tir d6 ta khong quan tdm dén thir tw cia cac
phan tu.

1.2. Phép thir va bién co

1.2.1. Phép thir va bién cb
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Pinh nghia 1.2.1. Khi thyc hién mot nhém cac diéu kién ndo d6 ta noi rang da
thue hién mot phép thir. Hién tuong dugc xét trong phép thir goi 1a bién c6 (hay sw
kién)
Vi du 1.2.2. Tung mét con xtc xac 1a thuc hién mot phép thu. Hién tuong xtc xac
xuat hién mat 3 cham; Xxlic xac xuat hién mat 6 cham; xuc xic xuét hién mat co sO
cham 16n hon 6; xtc xdc xuat hién mit c6 s6 cham nho hon 7 13 cac bién cd.
Vi du 1.2.3. Tung mot dong xu 1a thyc hién mot phép thu. Hién tuong: doéng xu
xuat hién mat sip; dong xu xuat hién mat ngira 13 cac bién cb.
Phan loai phép thir: 2 loai

+ Phép thir lip: La phép thir dugc thuc hién trong nhitng diéu kién nhu nhau.

+ Phép thir khéng lip: La nhimg phép thir dugc thyuc hién trong nhing diéu kién
khac nhau.
Phan logi bién cé: 3 loai

+ Bién c6 ngau nhién: 13 bién cd c6 thé xay ra hoic khong xay ra khi thyc hién
mot phép thir.
Ky hiéu: A, B, C,...
Vi du 1.2.4. Trong vi du 1.2.2. ¢ trén, bién cb “xfic xac Xuat hién mat ba chim”,
“xuc xic xuat hién mit 6 cham” 1a cac bién cb ngau nhién.

+ Bién c6 chdc chan: 13 bién ¢b nhét dinh s& xay ra khi thuc hién mdt phép thu.
Ky hiéu: U (hoac Q)
Vidu 1.2.5. Trong vi du 1.2.2. & trén, bién ¢b “xtic x4c xuat hién mit co s6 chidm
nhoé hon 77 14 bién ¢b chic chén.

+ Bién c6 khéng thé cé: 1a bién cb nhat dinh khong xay ra khi thuc hién mot
phép thir.
Ky hiéu: \V (hoac @)
Vi du 1.2.6. Trong vi du 1.2.2. & trén, bién ¢b “xtic x4c xuét hién mat co s6 chidm
16n hon 6” 1a bién cb khong thé co.

1.2.2. Quan hé giira cac bién cé

a. Hop (tdng) ciia cac blen co o )
Pinh nghia 1.2.7. Bién c¢6 A dugc goi 1a hop cia cac bién cb ALA,,...,A néu A
xay ra khi va chi khi it nhat mot trong cac bién cd A, (i =1,...,n) xdy ra. Va ta viét:
A=A UA,U...UA,

Vi du 1.2.8. Tung mdt con xlc xdc, goi A 1a bién co “xuat hién mit i cham*
(1=1,2,...6); goi A la bién c¢d “xuét hién mit c6 sé chadm chin”. Khi d6 ta co
A=A UALUAg.

b. Giao (tich) cia cac biép co o ’
Pinh nghia 1.2.9. Bi¢n co B duoc goi la giao cua cac bién c¢o A ,A,,...,A, néu B
xay ra khi va chi khi tat ca cac bién co A (i=1,..,n) xayra. Vata viét:

B=A NA,N..NA,

Vi du 1.2.10. M6t mach dién gbém 2 bong dén ynéc,song song. Goi A 1a bién cd
“bong thur nhat bi chédy khi di¢n qua tai ”; B 1a bién c6 “bong thir 2 bi chay khi dién
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qua tai’; C la bién ¢d “mach dién bi ngét khi dién qua tai”, vay C= AN B va C chi
xay ra khi ca 2 bién ¢ A va B cung dong thoi xay ra.

c. Bién ¢6 xung khic

binh nghia 1.2.11. Hai bién c6 A va B duogc goi 1a xung khdc voi nhau néu ching
khong dong thoi x4y ra trong mot phép thu.

Nhuw viy, néu A va B xung khidc thi: AnB=V

Vidu 1.2.12. Tung mot con xtc XAc, goi A la bién cb “xuat hién mat 2 chdm”; B 1a
bién ¢ “xut hién mat 3 chAm”, khi 46 A va B 14 xung khéc nhau.

d. Bién cd ddi lap

Pinh nghia 1.2.13. Bién cb khong xay ra bién cb A duoc goi 1a bién c¢b doi ldp cua
A. Ki hiéu bién cb dbi 1ap ctia bién cb A la A

AUA=U

ANA-V

Vi du 1.2.14. Bian mdt vién dan vao bia, bién cb “ban trang bia” va bién cd “ban
truot bia” 1 hai bién c¢6 ddi 1ap.

e. Hé day du cac bién cb

Pinh nghia 1.2.15. Cic bién ¢ A, A,....,A dugc goi la hé day dii cic bién cb néu

Nhu vay ta co: {

trong két qua cia phép thir s& xdy ra mot va chi mot trong cac bién cb do.
AAj =V (Vi#])

Nghia la ta c6 n

> A=V

i=1
Vi du 1.2.16. Gieo mot con xuc xic. Goi A la bién ¢d “xtic xic xuit hién mit i
chim” (i=1,2,...6) thi cic bién cd A;;A,;A;;A,; A A, tao nén mot hé day du cac
bién cd.
Néu kha ning xay ra cac bién cd d6 1a nhu nhau ta goi 13 hé day du dong kha ning.

1.2.3. Bién co so cap va khong gian cac bién cd so cap

Mot bién cb ngau nhién duoc goi 1a phuc hop néu né co thé biéu dién dugc
dudi dang hop cua hai blen co khong ddng nhét voi nd. Mot bién ¢ khong 13 phirc
hop duoc goi 1a bién ¢b so cap (Noi cach khac: Cac két qua co the c6 khi mot phép
thur duoc thyc hién goi la cac bién cd so cap -hodc cac bién ¢b co ban). Vay mot
blen c¢d phirc hop c6 thé xut hién theo nhleu cach khac nhau. Bién cb so cap chi
xut hién theo mot cach duy nhat. Cac bién cd so cip timg doi xung khac Tap hop
moi bién ¢ so cp ctiia mot phép thir dugc goi 1a khdng gian cdc bién co so cap.

1.3. Cac dinh nghia vé xac suat

Moi bién ¢ ngau nhién déu glong nhau & chd ching khong chéc chan, nhung
kha niang xay ra ctia mdi bién cb lai c6 thé khac nhau. Véi mdi mot bién cb ngau
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nhién, ngudi ta dung mot con sd dé dic trung cho kha ning xay ra cua bién ¢ do
nhiéu hay it, s6 d6 dugc goi 1a xdc suat cua bién co A.
Ky hiéu: P(A) (P la viét tat tir chir Probability)

1.3.1. Pinh nghia c6 dién vé xac suat

a. Pinh nghia 1.3.1. Gia sur trong mét phep thir 6 n két qua dong kha  nang co thé
xay ra. Khi d6 xdc sudt xuat hi¢n bién cb A trong mot phép thur 1a ty sO gitra so két
cuc thuan loi cho A va téng sb cac két cuc duy nhat dong kha ning c6 thé xay ra
khi thyc hié€n phép thir do.

Nghia la: p(A)= E, trong do: m la s6 két cuc thuan loi cho A; n 1a téng s6 cac két
n

cuc duy nhat ddng kha ning c6 thé xay ra.
b. Tinh chét:

(@ 0<P(A) <1,

(b) P(U)=1.

(c) P(V)=0.
Vi du 1.3.2. Trong mot 16 x6 s0 ¢6 100 vé trong d6 c6 8 vé c6 thuong. Mua ngau
nhién 5 v¢. Tinh xac suat dé trong 5 vé da mua c6 2 vé tring thudng.
Giai: Goi A 1a bién c0 “trong 5 vé dd mua c6 2 vé c6 thudng”
I 1N (D
S6 cachmua 5 ve la: n=C/

S6 két cyc thuan lgi cho A la m=C£ C3,.
2 ~3

Viy P(R) = £ %2 '5%2
C1o0
Vi du 1.3.3. Mot nguoi khi goi dién thoai quén mat 2 sd cudi cing cua sb dién
thoai va chi nh¢ duge rang chiing khac nhau. Tim xac suat dé quay ngau nhién mot
lan duoc dung sb can goi.
Gidi: Goi A 1a bién ¢6 “quay ngau nhién mot 1an duoc dung sd can goi”.

S6 két cuc dong kha nang la: n = Alz0 =90;

S6 két cuc thuan loi cho A la: m=1.
. 1
Vay P(A) =5
Vi du 1.3.4. Trén 7 tAm bia kich thuéc nhu nhau trén mdi tAm c6 ghi cac chir céi :
1 tAm ghi chir H, 2 tdm ghi chit O; 1 tAm ghi chit C; 1 tAm ghi chit A; 1 tim ghi chir
T va 1 tdm ghi chit N. Tinh x4c suat dé xép ngau nhién 7 tdm bia d6 thanh hang
ngang doc dugc chit "HOCTOAN".
Gidi: Goi A 1a bién c6 “doc thanh chit HOCTOAN” .
S6 két cuc dong kha nang n=7!
S6 két cuc thuan lgi m=1211...1=2 .
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A 2
Vay P(A) BT

Vi du 1.3.5. Mot hop chira 7 cau trang va 3 cau den cung kich thude. Rut ngiu
nhién cung lic 4 cau. Tinh x4c suat dé trong bon cau rat dugc co:

a/ 2 cau den

b/ It nhat 2 cau den

¢/ Toan cau trang
Gidi:
Ta thay rat ngdu nhién cung luc 4 trong 10 cdu c¢6 n = C140 cach

a/ Goi A la su kién "trong 4 cAu rat ra c6 2 cau den”

S6 két cyc thuan lgi A 1a m = C4.C%
cic?

4
Cio

b/ Goi B la su kién "trong 4 cau rat ra ¢6 it nhat 2 cau den”
S6 két cuc thuan loi B 1am= C§.C# +C3.C3
cici+cics 1

Cio 3
¢/ Goi C la sy kién "4 ciu rat ra toan ciu tréng"
36 két cyc thudn lgi C lam= C7

Vay P(A) = =03

Vay P(B) =

4

5 c7 1

Vay P(C) = _Z =
Cio

c. Uu diém va han ché ciia dinh nghia ¢ dién vé xac suit

+ Uu diém 1a tim x4c sudt cua bién cb ta khong phai tién hanh phép thu.
(Phép thir chi tién hanh mot cach gia dinh).

+ Han ché: N6 doi hoi 1a s6 két cuc duy nhat dong kha ning c6 thé xay ra
trong phép thir phai 1 hitu han. Han ché 16n nhét ciia dinh nghia c6 dién 1a trong
thuc té nhiéu khi khong thé biéu dién két qua cua phép thir dudi dang tap hop cac
két cuc duy nhét va dong kha ning.

1.3.2. Pinh nghia thong ké vé xac suat
a. Dinh nghia tan suat o , ,
Pinh nghia 1.3.6. Tdn suat xuat hién bién cd A trong n phép thur 1a ty s6 gitta s
phép thtr trong d6 bi€n c6 xuat hién va tong s6 phép thir dugc thuc hién.
. m
Ki hiéu: f(A)=—
n

Vi du 1.3.7. pé nghién ctru kha nang xuét hién mat sép khi tung mot déng XU,
nguoi ta tién hanh tung dong xu nhiéu lan va thu dugc két qua sau:
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Nguoi lam thi Solantung (n) | SOlan dugc mit sap Tan suat
nghiém (m) f(A)=m/n
Buffon 4040 2048 0,5069
Pearson 12000 6019 0,5016
Pearson 24000 12012 0,5005

b. Pinh nghia x4c suit theo thong ké:
Pinh nghia 1.3.8. Xac suit xuat hién bién c¢6 A trong mot phép thir 14 mot sb p
khong doi ma tan suat f xudt hién bién cd d6 trong n phép thir s& hoi tu theo xac
sudt vé p khi s6 phép thir ting 1én vo han.
¢. Uu diém va han ché ciia dinh nghia x4c suét theo thong ké

+ Uu diém: N6 khong doi hoi nhimg diéu kién 4p dung nhu véi dinh nghia c6
dién. N6 hoan toan dua trén céc quan sat thuc té dé 1am co s& két luan vé xac suit
xay ra ctia mot bién co.

+ Han ché: Chi ap dung dugc dbi vé6i cac hién tuong ngau nhién ma tan sudt
ctia n6 c6 tinh 6n dinh. Pé xac dinh mét cach twong dbi chinh xac gia tri ciia xac
sut ta phai tién hanh trén thuc té mot s6 da 1on cac phép thir.

1.3.3. Nguyén ly xac suat 1om va xac suat nhé

Trong nhiéu bai toan thyc té ta thudng gip cac bién cd ¢ xdc suét rat nho, tirc la
gan bang khong. Trong trudng hop d6 ta khong thé cho rang nhing bién cb nay s&
khong xay ra khi thuc hién mot phép thir. Thdm chi mot bién cd ¢ x4c suat bang
khong van chua chic chan da la bién ¢ khong thé co, tuc la Van c6 thé xay ra.

Qua quan sat nguoi ta thay rang cac bién cd c6 xac suat nho gan nhu sé khong xay
ra khi tién hanh mét phep thur. Trén co s¢ d6 co thé dua ra "Nguyén ly thuc te
khong thé co cua cac bién ¢ c0 xac suat nho" sau day: Néu mot bién cé c6 xdc sudt
rat nhé thi thuc té c6 thé cho rang trong mot phép thir bién cé dé sé khéng xay ra.
(Luu ¥: viée qui dinh muc xac suit duoc coi 1 rat nho s& tiy thudc vao timg bai
toan cu thé).

Mot xac sut kha nho ma véi nd c6 thé cho rang bién ¢ thuc té s& khong xay ra
dugc goi 1a mirc y nghia.

Tuong tu nhu vay ta co thé dua ra "Nguyén ly thuc té chic chan Xay ra cua cac
bién cb co xac sut lon" nhu sau: Neu bién c6 ngdu nhién cé xdc sudt gan bang 1
thi thiee té c6 the cho rang bién c6 dé sé xdy ra trong mét phép thir. (Viée qui dinh
mot mirc x4c suat du coi 1 16n tiy thudc vao timg bai toan cu thé).

1.4. Cac dinh 1y co ban vé xac suat

1.4.1. Dinh ly cong xac suat o

Pinh 1y 1.4.1. Néu A va B 13 2 bién ¢ bat ki thi :
P(A+B)=P(A)+P(B) - P(AB)

Pinh ly 1.4.2. Néu A, B va C 1a 3 bién cb bat ki thi:
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P(A+B + C) =P(A) + P(B) + P(C) - P(AB) - P(AC) - P(BC) + P(ABC).
H¢ qua 1.4.3.
(a) Xac suit cua tong hai bién cb xung khic bing tong xac suat cua cac bién cd
do: P(A+B)=P(A)+ P(B)
(b) Xéc sut cua tong cc bién cb xung khic timg doi mot bang téng xac sut

n n
cuia cac bién cb do: P[Z A; ] = > P(A)
=1 =1
(c) Néu céc bien co A Ap,....,Aq. tao nén mot h¢ day du cac bien ¢o thi tong

n
xac sudt cua chung bang 1, tic la: ) P(A) =1.
i=1
(d) Tong x4c suét cua hai bién cb dbi 1ap nhau bang 1, tirc 1a:
P(A)+P(A)=1
Vi du 1.4.4. Trong mdt thung dyng 30 qué cau gom 10 d6, 5 xanh va 15 trang. Rut
hu hoa mot qua. Hay tinh xac suat xuat hién qua do hodc xanh. ,
Giai: Goi A 1a sy kién "xuat hi¢én qua méu do", B 1a sy kién "xuat hién qua mau
xanh". R0 rang cac su kién A, B xung khac nén:
10 5
P(A+B)=P(A)+P(B)=—+—=0,5
(A+B)=P(A) +P(B) = 1+ o o
Vi du 1.4.5. Trong mot c6 bai c6 52 quan (trong d6 c6 4 quan K). Lay ngau nhién
ra 4 quan. Tinh xac suat dé trong 4 quan lay ra co6:
a/ bung 2 quan la K.
b/ It nhat 2 quéan la K.
¢/ Khong quéa 2 quan la K.
Giai: Goi A labien co "lay dugc dung i quan 1a K", (i=0,1,2,3,4).
a/ Goi A 1a sy kién "lay duoc dung 2 quan 1a K", ta c6
2 ~2
c;C
P(A) = P(Ag) = —,%% ~ 0,025
C52 ) )
b/ Goi B 1a su kién "trong 4 quan lay ra c¢ it nhat 2 quan la K"
B = A2 + A3 + A4
P(B) =P(A2) +P(A3) + P(A4)

22 3,1 4
c,C c,C C
_ 4748 A T4748 | 74

4 4 4
C52 C52 C52
— 0,025+0,0007 +0,0000036
— 0,026

¢/ Goi C 1a su kién "trong 4 quan 13y ra c6 khéng qua 2 quan 1a K"
C=A0+A+A = C=A3+ A
P(C) =0,0007. Vay P(C) =1-P(C) ~ 0,9993
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1.4.2. Pinh 1y nhén xac suit

a. Pinh nghia xac suét c6 diéu kién

Pinh nghia 1.4.6. X4c suat ctia bién cd A dugc tinh véi diéu kién bién cb B di xay
ra goi 14 xdc sudt c6 diéu kién cia A.

Ky hiéu: P(%)

Vi du 1.4.7. 5 ngudi rat 5 tham trong d6 c6 2 vé di xem da bong. Trude lic bat
tham, x4c suét rat duoc vé ctia anh A (cling nhu cta anh B) 1a P(A) = % Néu cho

biét thém diéu kién truéc d6 B da riit dugc mot vé thi xac suat dé A rat duge vé 1
1/4. RO rang sy xuat hién cta B (anh B rat dugc v€) da thay doi kha nang rat dugc
vé cua A.
Viay P(A) = 2. P(A/B) = L. P(A/B) _2
> 5’ ey 4
b. Pinh ly nhan xac suat o ‘ ,
Dinh ly 1.4.8. Xdc sudt cua tich 2 bién c6 A va B bang tich xac sudat cua mot trong
2 bién co do voi xac suat co dieu kién cua bién co con lai.
P(AB) = P(A).P(B/,)= P(B).P(AL,)

Heé qua 1.4.9.
(a) Néu P(B)>0 thi P(A/)- P(AB)

P(B)
©) P(Aso. A =PA)P( %2 P[P o]

Vi du 1.4.10. Trong mét binh kin ¢6 10 qué cau kich thudc nhu nhau trong d6 ¢6 6
qua trang va 4 qua den lay ngau nhién lién tiép khong hoan lai 2 1an mdi 1an 1 qua.
Tim xac suat dé:

a/ Ca 2 qua déu 1a trang

b/ 2 qua cting mot mau.

¢/ C6 it nhat 1 qua mau tring.
Giai:
Goi A 1a bién c¢b "qua lay lan thir i c6 mau tring”, (i=1,2).

a/ Goi A la bién c0 "ca 2 qua déu 1a mau trang".

A= ARy = P(A) = P(AAy) = P(A) P(Ay 1 Ag) = 0.

b/ Goi B 1a sy kién "2 qua liy ra cing mu", tacé: B=AAy + A Ay

P(B) = P(Al).P(AZ A1)+ P(E).P(A%J

_65, 43 _17
109 109 15 -
¢/ Goi C la sy kién "trong 2 qua lay ra c6 it nhat 1 qua mau trang", thi C = A,.A,

6
0

oo
Wl
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4
10

2
15

Olw

C —
P(C) = P(A1)P( AJ

Vay: P(C)=1- P(C)—%

Vi du 1.4.11. Trong mdt 16p c6 n hoc sinh, trong d6 ¢c6 m nit (m < n) goi lién tiép
(khong goi lai) 3 1an mdi 1an 1 hoc sinh. Tim xac suit dé ca 3 hoc sinh duoc goi
déu 1a ni.
Giai: Goi A 1a su kién "hoc sinh dugc goi lan theri 1a n@", (i=1,2,3)

A la su kién "ca 3 hoc sinh dugc goi l1a nii".

A=Miohg

rn(% (%,

mm1m2

nn-1n-2

Vi du 1.4.12. Mot ngudi ¢6 3 con ga mai, 2 con ga trong nhét chung trong mot
16ng. Mot nguoi dén mua, nguoi ban ga bat ngdu nhién ra mot con. Nguoi mua
chap nhan mua con ga do.

a/ Tim xac suat dé nguoi do mua dugc con ga mai.

b/ Ngudi thir hai dén mua, ngudi ban ga lai bat ngdu nhién ra mot con. Tim xac
suat ngudi thir hai mua duoc ga trong.

¢/ Xac suat ndy s& bang bao nhiéu néu nguoi ban ga quén mat rang con ga ban
cho ngudi thir nhat 1a ga trong hay mai?
Gidi: Goi B; 1a su kién "nguoi thir i mua duoc ga mai”, (i =1, 2).

a/ P(By) =3/5=0,6.

b/ Vi nguoi tht hai mua sau khi nguoi thir nhat ¢ mua xong cho nén:

B, 2
p[B2/ |-4_0s5.
(AJ4

¢/ Taco B, =(By UBy JB, =B, B, UB; By .

Viy P(B,) = P(Bl)P(B%BJ + P(E)P(B%a) :g% + %% _0,4.

C. Su ki€én doc lap

Pinh nghia 1.4.13. Hai bién c6 A va B goi la déc Idp véinhau néu viée xdy ra hay
khong xay ra cua bién cb nay khong lam thay d6i xac suat xay ra cila bién c6 kia.
Trong truong hop nguoc lai thi 2 bién ¢ d6 dugc goi 1a phu thudc. Néu A va B 1a
doc 1ap voi nhau thi:

+ P(BL)=P(A);

+ P(AB) =P(A)P(B);

+ Céc cap (ﬂ, B) (A, E), (ﬂ, E) cling doc lap.
Téong qudt:
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+ Cac bién cb A, Ay, Ay goi la doc lap timg do1 voi nhau néu mdi cip 2
trong n biéq cb (j() ddc lap véi nhau. ‘ S 7

+ (;éc bién co ’ gQi,lél ddc 1ap toan phan véi nhau néu moéi bién c¢6 dde lap voi to
hop bat ky cac bién ¢o con lai. o
Vi du 1.4.14. Mot phong di€u tri c¢6 3 bénh nhan bénh ndng vadi xac suat can cap
cfry trong cung mdt gio cua cac bénh nhan tuong ung 1a 0,7 ; 0,8 va 0,9. Tim xac
sudt sao cho trong cung mot gio :

a/ C6 2 bénh nhén can cap caru.

b/ C6 it nhat 1 bénh nhén khong can cap ctru. ,
Giai: GoiA la su kién "bénh nhén thir i can cap ctru”, (1=1,2,3). Theo gia thit ta
co: P(A))=07; P(A2)=08; P(A3)=09

a/ Goi A 1a sy kién "c6 2 bénh nhén can cip ctru"

A= A1A2 A3 + A1A2A3 + A1A2A3 Vi AI la doc lélp nén
P(A) = P(A1)-P(A2) P(A3) + P(A1).P(A2) P(A3) + P(A).P(Ag) P(Ag)
=0,7.08.01+0,7.0,2.0,9+0,3.0,8.0,9
= 0,398
b/ Goi B 1a su kién "co it nhét‘l b@nh nhan khong can cép ctru”, vay B 1a su
kién "khong co bénh nhan khong can cap cuu™.
B=A.A0.Ag = P(B)=0,7.0,8.0,9
P(B) =1- P(B) = 0,496
Vi du 1.4.15. Hai may bay cung ném bom mét muc tiéu, moi may bay ném 1 qua
bom vai xac suat tring muc tiéu tuong ung 1a 0,7 va 0,8. Tim xac suat d€ muc tiéu
trang bom.
Giai: Goi A la sy kién "mady bay thir i ban trang muc tiéu", (i=1,2).
A 1a su kién "muc ti€u trung bom" ’
A=A +Ay. Vi A;A, 1a khong xung khac va doc 1ap nén
P(A) = P(A1) + P(A2) - P(A A7)
=0,7+08-0,7.0,8=0,94
Cach khac: Vi A;; A, 1a khong xung khéc va doc 1ap nén:
P(A)=1-P(A.Ay) =1-0,3.0,2=0,94

1.4.3. Cong thirc xac suat toan phan - Cong thirc Bayes
Bai toan 1.4.16. Gia sir trong mdt phép thir c6 mot hé day du cac bién co
AL A,,...A,, B lamotbién c6 nao do. B chi xay ra khi va chi khi mot trong céc bién

cd A(i=1,n) cua hé trén xay ra. Biét cic xac suat P(A) va P(%J. Hay tim

P(B).
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Gidi: Theo gia thiét B xay ra khi va chi khi mot trong cac bién c¢d A cua h¢ trén xay
rata co: B=ABUABU...UA,B. Vi A lap thanh h¢ ddy du cac bién cd nén
cac bién cb A xung khic timg doi, do d6 AB cling xung khic timg doi va:

P(B) = P(Al).P(VAJ + P(A2).P(%2)+ et P(An).P(yAnj.
Hay: P(B) = éP(Ai).P(%J.

Cong thirc nay duoc goi 1a cong thire xdc sudt toan phan (hay cong thirc xdc sudt
day du).

Cung véi gia thiét ctia bai toan trén nhung thém diéu kién 1a phép thir da
duoc thuc hién va su kién B da xay ra va do vay phai c6 duy nhat mét su kién Ay
nao do6 xay ra tur do ta co:

GAL P0P(B,

- . Day la cong thirc Bayes.

20?2y

Cha y 1.4.17. Cong thuc xac suat day du thudong duoc goi la cong thirc xac suat
tién nghiém. Cong thirc Bayes dugc xac dinh sau khi phép thir d tién hanh va bién
cd B da xay ra do d6 duoc goi 1a cong thire xac suat hau nghiém.
Vi du 1.4.17. Mot trai lon nhéan lon giéng tur 3 co so theo ty 1€ 25%; 35% va 40%.
Biét ty 1¢ lon giéng khong du tiéu chuan & mdi co so 1an lugt 1a: 5%; 4% va 2%.
Bit ngiu nhién mét con lon cua trai.

a/ Tim x4c suét dé ta bt dugc con lon du tiéu chuén.

b/ Gia sir ta bat dugc con lon khong du tiéu chuan. Theo anh (chi) con lon d6 cd
kha nang thudc co so nao nhat.
Gidi: Goi A; 1a sy kién "bat dugc lon giéng cua co so tha i, (i = 1..3)

A 1a su kién "bat dugc lon du tiéu chuan”
A= AAl + AA2 + AA3

al P(A)=P(A)P(A/A)+P(Ay)P(A! Ay) + P(Ag)P(A/ Ag) =0,9655
b/ P(A)=1- P(A) =0,0345
Theo Bayes: P(A/A)=(0,25.0,05)/0,0345 = 0,362

P(A;/ A)=(0,35.0,04)/0,0345 = 0,406

P(Ag/ A)=(0,4.0,02)/0,0345=0,229

Viy con lon khong du tiéu chuan d6 kha ning thudc co sd 2 cung cp

Vi du 1.4.18. Mot thiét bi gdm ba loai linh kién: Loai I chiém 35%, loai II chiém

25%, loai III chiém 40% tong s6 linh kién cua toan thiét bi. Xac suat hu hong sau

khoang thoi gian 1am viéc nao do6 cua cac loai linh kién twong ung 1a: 15%; 25% va
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5%. May dang hoat dong bong bi hong, Hay tinh Xac suat dé timg loai linh kién bi
hong (gia thiét cac loai linh kién khong cung hong dong thoi).
Giai: Goi A; la su kién "kiém tra linh kién loai i", (i = 1..3)
A l1a su kién "may bi hong™".
A=AA + AA; + AA;
P(A) =P(A)P(A/ A) + P(A2)P(Al Ag) + P(Ag)P(A/ Ag)
=0,35.0,15 + 0,25.0,25 + 0,4.0,05 =0,135
Theo Bayes: P(A;/A)=(0,35.015)/0,135=0,389
P(Ay/ A)=(0,25.0,25)/0135=0,463

P(A3/A)=(0,4.0,05)/0,135=0,148

1.4.4. Cong thirc Bernoulli
a. Diy phép thir Bernoulli : Xét mot day n phép thir doc 1ap, mdi phép thir chi c6
2 bién c¢6 A hoic A vdi P(A)=p;P(A)=1-p=q khong ddi, khong phu thudc
vao thir tu phép thir. Day pheép thu d6 goi la day phép thur Bernoulli.
b. Cong thirc Bernoulli: V&i day phép thir Bernoulli ta ¢6 bai toan.
Bai toan 1.4.19. Tim xac suét sao cho trong n phép thir d6 su kién A xuat hién
dung k 1an khong phan biét thi tur .
Bai todn 1.4.20. Tim xac suét sao cho trong n phép thir d6 su kién A xuat hién tir
kydén ko 1an khong phan biét thir tyr.
Gidi: Goi B 1a bién ¢ trong n phép thir Bernoulli d6 bién cd A xuat hién ding k
1an khong phan biét thir tu. Ta thay bién cd B ¢ thé xuat hién theo nhiéu cach khac
nhau. Gia sir ta xét mot trudng hop cua B 1a bién ¢ A xuat hién ¢ k phép thir dau
con (n-k) phép thir tiép theo xuat hién A . Vay
P(A..AA..A)=P(A..A).P(A...A)

_ pk q n—k

Taco CK cach dé A xuit hién véi cung mot Xac suét nhu trén.

Vay: P, (k) =P(B) =CF.pX.q"¥. Day 14 cong thirc Bernoulli.
Hoan toan twong ty nhu trén Goi H 1a bién cb trong n phép thir Bernoulli
bién c6 A xuat hién tir k dén k  1an khong phan biét thir tur.
)

H=[JB.
k=kq

Vi cac B xung khic timg d6i mot do do:

ko
Po (ki ko) =P(H)= Y CK.pKg" .
k=ky
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Vi du 1.4.21. X4c suét tiéu thu dién nang trong moi ngay khong vuot qua quy dinh
tai mot xi nghiép 1a p = 0,75. Tinh x4c suit sao cho trong 6 ngdy lién tiép co 4 ngay
luong dién nang ti€u thu khong vuot qua mirc quy dinh.
Giai: Bai toan thod man day phép thu Bernoulli
Tacon=6,k=4,p=0,75,9=0,25

Vay: Ps(4) =C¢(0,75)*.(0,25)%> =0,3
Vi du 1.4.22. Bin lién tiép 5 vién dan vao mot muc tiéu xac suit tring dich cua
moi vién 12 0,2 .

a/ Tinh x4c suat dé c6 dung 2 vién tring;

b/ Bé muc tiéu bj tiéu diét can phai c6 tir 3 vién trang muc tiéu tré 1én. Tinh xac
suat dé muc tiéu bi tiéu diét.
Giai: Bai toan thoa man day phép thir Bernoulli, do do6

al P5(2) =CZP?q® =C~.(0,2)%.(0,8)° = 0,2048

b/ p, (35)=C2p°q” +Cs p*q+C2p> =0,0575

Vi du 1.4.23. Mot bac si chita bénh ¢ xac suat chita khoi 1a 0,8 c6 ngudi néi rang
ctr 5 ngudi dén chira thi c6 chac chan 4 nguoi khoi bénh, ngudi khac lai cho rang
trong 10 ngudi dén chita c6 chac chin 8 nguoi khoi bénh. Piéu d6 co dung khong.
Giai: Ca 2 nguoi khang dinh déu sai, vi bai toan trén thoa man diy phép thir
Bernoulli nén xac suét xdy ra trong cac tru’ong hop la:
P5(4) = C5 .(0,8) .0,2=0,4096
Po(8)=C2.(0,8)°.(0,2)% =0,3018

c. Gi4 tri khi ning nhat

Tri s6 ctia P, (k) néi chung phu thudc vao k (v6i n ¢ dinh), ta can tim tri s6
k =kg sao cho P, (k) dat gia tri 16n nhat. SO ko duoc goi la s6 1an xut hién chéc
chan nhét (c6 kha niang nhat) cua bién ¢ A trong n phép thir di cho. Qua khao sat
P, (k) ta c6 két qua sau:

+ Néu (np + p - 1 ) 1a s6 nguyén thi P,(k) dat cuc dai tai 2 gia tri
ko=np+p-1vakg=np+p

+ Néu (np + p - 1) 1a sd khong nguyén thi P,(k) dat gia tri 16n nhét tai
ko =[np+p-1]+1
Vidu 1.4.24. Ty I¢ mic mot loai bénh A & mot vung 1a 10%. Trong dot kham bénh
cho viing d6 ngudi ta dd kham 100 ngudi. Tim xac suat dé trong 100 ngudi co:

a/ 6 nguoi bi bénh A;

b/ 95 ngudi khong bi bénh A;

¢/ it nhat 1 nguoi bi bénh A;

d/ Tim s6 ngudi bi bénh A ¢ kha ning nhat? Tinh x4c suat tuong tng.
Giai: Bai toan théa man day phép thu Bernoulli voi P(A) = 0,10 do do:

al Pog(6)= Cfy.01°.09%;

b/ Pgg(95) = Cray-0.9%°.0,2°;
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o/ Pigo(k 1) =1—Pigg(k —0) =1—Cyp,.01°.0,9'% =109

d/ Theo bai rataconp+p-1=100.0,1+0,1-1=9,1. Vay s6 nguoi bi bénh A
c6 kha ndng nhat khi khdm 100 nguoi la 10 nguoi va

1
P10 (10) = Ci5,-0,11°.0,9%

BAI TAP CHUONG 1
Dang 1: Cong thirc xdc suit cd dién

1. Thang may cua mot toa nha 7 tang xut phat tir ting mot voi 3 khach. Tim xac
suat dé:

a/ Tt ca cling ra O ting bon

b/ Tét ca cung ra & mot tang

¢/ Mbi ngudi ra & mot tang khac nhau.
2. Xép ngau nhién 4 khach 1én 9 toa tau hoa. Tim x4c suat dé:

a/ 4 nguoi 1én toa dau.

b/ 4 nguoi 1€n cung mot toa.

¢/ 4 nguoi 1én 4 toa khac nhau.
3. C6 216 hang, 16 1 ¢6 90 chinh pham va 10 phé pham, 16 2 c6 80 chinh pham va
20 phé pham. Ly ngiu nhién tir mdi 16 hang ra 1 san pham. Tinh xac suat dé:

a/ Lay dugc 1 chinh pham;

b/ Lay dugc it nhat 1 chinh pham.

¢/ Lay dugc 2 chinh pham.
4. C6 hai chudng lon giéng, chudng 1 ¢6 7 con cai va 3 con duc, chudng 2 c6 6 con
cai va 4 con duc. Bat ngiu nhién tir mdi chudng ra mot con. Tinh xac suat dé:

a/ Ca 2 con bt ra déu 1a con cai.

b/ Bét duge mot con cai va mot con duc.

¢/ Bat dugc it nhat mot con duc.
9. Mot ki su ndng nghiép co hai hop hat glong cung loai: Hop 1 c¢6 12 hat glong
trong do 8 hat du tiéu chuan hop 2 o6 12 hat giong trong do c6 9 hat du tiéu chuén.
Chon ngau nhién tir mdi hop ra 1 hat giéng. Tim x4c suat dé trong hai hat 1y ra:

a/ C6 mdt hat du tiéu chuan, mot hat khong du tiéu chuan.

b/ Lay duoc it nhat 1 hat du tiéu chuan.

¢/ Lay duoc 2 hat du tiéu chuén.
6. Trong mot hom dung 8 chi tiét 1a chinh pham va 5 chi tiét 13 phé pham. Lay
dong thoi ra 3 chi tiét. Tinh xac suét dé:

a/ Ca 3 chi tiét lay ra 1a chinh pham.

b/ Trong 3 chi tiét 1dy ra c6 2 chinh pham.

¢/ Trong 3 chi tiét 14y ra c6 it nhat 1 chinh pham.
7. Trong mdt 16p hoc ¢6 15 hoc sinh nam va 10 hoc sinh nir. Goi ngau nhién 4 hoc
sinh 1én bang lam bai tap. Tinh x4c suat dé:
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a/ co 2 hoc sinh nam.

b/ C6 it nhat 2 hoc sinh nam.

¢/ Co6 ca nam va nil.
8. Mot hop dung 7 qua cau trang va 8 qua cau den cung kich ¢&. Lay ngau nhién ra
4 qua cau. Tim x4c sut dé:

a/ Trong 4 qua ly ra c6 3 qua tring?

b/ C6 4 qua cuing mau?

¢/ Co it nhat 1 qua mau den?
9. Trong mdt hop but co 10 chiée but bi cung kich ¢&, trong do c¢6 6 chlec bat myc
den va 4 chiéc but muc xanh. Ly ngiu nhién ra 3 chiéc bat. Tim x4c suit trong 3
chiéc 14y ra co:

a/ 2 chiéc bat myc xanh?

b/ it nhat 2 chiéc but mue xanh:

¢/ 2 chiéc cung mau:
10. Mot chiée hop dung 6 qua cau trang, 4 qua cau do va 2 qua cau den. Chon ngau
nhién ra 6 qua cau. Tim xac suat trong 6 qua lay ra co:

a/ 3 qua trang, 2 qua do va 1 qua den?

b/ 4 qua do?

¢/ Khong c6 qua nao mau trang?

Dang 2: Cong thirc xac suit tong, cong thirc xac suit diy di, Bayss, Bernouly

11. M6t nha may san xuat bong den. May A san xuat 25% sb bong dén ,may B san
xuat 35% s6 bong dén,con may C san xuat 40% s6 bong dén.Ti 1 san pham hong
cua cac may tuong ung la 5% (may A),4% (may B) va 2% (may C).

a/ Lay ngau nhién mot bong dén.Tim xac suat dé gap bong dén Xau.

b/ Khi ldy ngau nhién mot bong den ta dugc bong den t6t. Tim xac suat dé bong

t6t 1y dugc do do may B san Xuat.
12. Mot du an trong cdy lam nghiép nhan gidng cdy trong tir 3 co 80 san xuét gidng
cay trong. ‘Trung binh co's6' 1 cung cap 35%, co s 2 cung cap 40%, co 0 3 cung
cap 25% tong sO gidng cay trong cua du an. Trong do khoang 90% cay gidng do co
s0 1 cung cap la du tiéu chuan, 85% cay giong do co s0 2 cung cap la du tiéu
chuan 80% cay glong do co so 3 cung cap 1a du tiéu chuan. LAy ngau nhién mot
cdy trong cta du 4 an dé kiém tra.

a/ Tinh x4c suat dé cay trong ldy ra du tiéu chuan.

b/ Gia sir cay lay ra du tiéu chuan, theo anh (chi) cay d6 c6 kha nang do co so

nao cung cap.
13. Mot trai lon nhan lon gidng tir 3 co sd theo ty 16 20%; 35% va 45%. Biét ty 1é
lon gidng khong du tiéu chuan & mdi co s 1an luot 14 2%; 3% va 4%. Bit ngdu
nhién mot con lon cua trai.

a/ Tim x4c suét dé bat duoc con lon du tiéu chuan.

b/ Gia st bat duoc con lon khong du tiéu chuan. Theo ban con lon d6 c6 kha

nang thudc co sd ndo nhat?
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14. Trong mot bénh vién, ty 1€ bénh nhan cac tinh nhu sau: Tinh A: 25%, tinh B:
35% va tinh C: 40%. Biét ty 1& bénh nhan 1a k¥ su cia cac tinh twong tmg 14
2,5%: 3% Va 4,5% . Chon ngau nhién mot bénh nhan.

a/ Tinh x4c suat dé bénh nhan d6 1a k¥ su.

b/ Gia sir bénh nhan dugc chon khong phai 1a k¥ su. Theo ban bénh nhan do6 cé

kha nang thudc tinh nao nhat?
15. C6 3 cira hang I, II va III cung kinh doanh san pham Y. Ty 1é san pham loai
A trong 3 cua hang I, 11, III 1an luot 1a 70%, 75% va 50%. Mot khach hang chon
ngau nhién mot cira hang va tir 46 mua mot san pham.

a/ Tinh x4c suat dé khach hang d6 mua dugc san pham loai A.

b/ Gia st khach hang da mua dugc san phém loai A, theo ban san phém do co

kha nang thudc ctra hang nao?
16. Mot cua hang ban may tinh voi 40% may tinh cua hang IBM, 60% may tinh
ctia hing Acer. Biét rang ty 18 may san xuat tai chinh hang IBM va Acer lan luot 13
0,8; 0,9. Mot khach hang mua may tinh tai ctra hang.

a/ Tinh x4c suat dé khach hang mua dugc may tinh san xuét tai chinh héng.

b/ Gia str khach hang mua duoc may tinh san xuét tai chinh hing, theo ban may

tinh d6 c6 kha nang do hang nao san xuét?
17. C6 20 kién hang mdi kién hang c6 10 san pham. Trong sb d6 c6 8 kién loai 1,
mdi kién hang c6 1 phé pham; 7 kién hang loai 2, mdi kién hang c6 2 phé pham va
5 kién hang loai 3, mdi kién c6 3 phé pham. Ly ngau nhién mot kién hang, roi tir
d6 lay ngiu nhién mot san pham.

a/ Tinh xac suat dé san pham lay ra la phé pham.

b/ Néu lay duoc san pham la phé pham, theo ban san pham d6 c6 kha nang

thudc kién hang loai ndo nhiéu hon ca?
18. Trong mot 16p hoc, ty 1é hoc sinh thich choi game 1a 70%. Biét rang néu ham
choi game thi ty I¢ hoc sinh dat hoc luc kha 1a 30%, con néu khong choi game thi
ty 1€ hoc sinh dat hoc lyc kha 1a 60%. Goi mdt hoc sinh 1én bang.
a/ Tinh x4c suit dé hoc sinh d6 ¢6 hoc lyc kha.
b/ Gia sir hoc sinh d6 ¢6 hoc luc kha. Tinh xé4c suit dé hoc sinh d6 choi game.

19. O mot vung dan cu ctr 100 nguoi co 20 nguoi hat thude la. Biét rang ty 16
nguoi viém hong trong so ngudi hat thude 14 13 65%, con trong s6 ngudi khong hat
thudc 12 35%. Kham ngau nhién mot ngudi thi thay anh ta viém hong, tim xac suat
dé nguoi d6 hut thude. Néu ngudi d6 khong viém hong thi xac suat dé ngudi do
khong hut thude 13 bao nhiéu.
20. C6 2 hop nhu nhau dung cac mau hang xuat khau. Hop thir nhat c6 10 mau
trong d6 c6 6 mau loai A va 4 mau loai B. Hop thit 2 ¢6 10 mau trong dé c6 3 mau
loai A va 7 mau loai B. Chon ngau nhién 1 hop va tir 6 léy ngau nhién 1 mau.

a/ Tinh xéc suat dé mau lay ra la loai B.

b/ Gia st mau lay ra loai A. Héi mau dé c6 kha niang thudc hop loai nao nhiéu

hon?
21. Trong 1 bénh vién béng: 80% bénh nhan bi bong do nong, 20% bénh nhan bi
bong do hoa chat. Trong sé nhimg bénh nhan bi bong do néng thi c¢6 30% bi bién
chtng, con voi bong do hoa chit thi c6 60% bi bién chimg. Tir tip bénh an rat ngau
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nhién ra 1 hd so théy d6 1a ctia bénh nhan bi bién ching. Tim xéc suat dé bénh
nhan d6 bi bong do hoa chat gy ra?
22. C6 20 hop san pham cung loai, trong d6 c6 10 hop cua xi nghiép I, 6 hop cua
xi nghiép II, 4 hop cua xi nghi¢p III. Ty 1¢ san pham tbt cua céc xi nghi¢p tuong
tmg 1an lugt 1a 50%, 65% va 75%. Liy ngau nhién ra mot hop va chon ngiu nhién
ra mot san pham.

a/ Tinh x4c suat dé san pham d6 1a tot.

b/ Néu san pham d6 1a tét, theo ban san pham d6 co kha nang thudc xi nghiép

nao 1a nhiéu hon ca?
23. (Co6 18 hoc sinh thi hoc sinh gi6i chia lam 4 nhom: nhém I ¢6 5 hoc sinh, nhoém
Il ¢6 7 hoc sinh, nhém IIT ¢6 4 hoc sinh va nhém IV ¢6 2 hoc sinh. Xac suit dé mot
hoc sinh trong nhom dat giai twrong ing lan luot 14 0,8; 0,7; 0,6 0,5.

a/ Tinh xé4c suit dé mot hoc sinh bat ky dat giai.

b/ Néu hoc sinh d6 dat giai hiy tinh x4c suat dé hoc sinh d6 thudc nhom I?
24. Trong mot lang ty 1& nam 1a 60% va nir 1a 40%. Kha ning méc bénh bach tang
¢ nam 1a 0,6% va ¢ nt la 0,35%. Gap mot nguoi trong lang thay nguoi do mac
bénh. Tim x4c suit dé nguoi d6 1a nam? Néu nguoi d6 khong méc bénh xéc sut dé
nguoi do 1a nam 1a bao nhiéu?
25. Hai may cung san xuat mot loai san pham. Ti 1é phé phdm cua may I 13 3% cua
may II 12 2%.Ttr mot kho gdm 2/3 san pham ctia may I va 1/3 san pham ctia mdy 11
ta ldy mot san pham.Tinh x4c suat dé:

a/ San pham lay ra 1a tét.

b/ Gia str san pham lay ra 13 san pham t6t. Tinh x4c suat dé san pham lay ra la

cua may I san suat.
26. C6 10 sinh vién di thi, trong d6 c6 3 sinh vién thudc loai gidi, 4 kha va 3 trung
binh. Trong s6 20 cau hoi thi qui dinh thi sinh vién loai gioi tra 101 duoc tat ca, sinh
vién kha tra 161 dugc 16 cau, con sinh vién trung binh chi tra 161 dugc 10 cau. Goi
ngau nhién 1 sinh vién va phat 1 phiéu thi c6 4 cau héi thi anh ta tra 10i dugc ca 4
cdu hoi. Tinh x4c suat d¢ sinh vién d6 thudc loai kha.
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Chuwong 2

Pai lwong ngiu nhién — Quy luit phan phdi xac suat

2.1. Pai lwgng ngau nhién

2.1.1. Pinh nghia:

Pinh nghia 2.1.1. Pai luwong ngdu nhién (hay bién ngdau nhién) 1a dai luong ma
trong két qua ctia phép thir s& nhan mot va chi mot trong cac gia tri co thé cta nd
v6i mot xac suat trong tng xac dinh.

Nguoi ta thuong dung céac chit cai in X, Y, Z,.. hodc Xj, X,... dé chi dai lugng
ngﬁu nhién va cac chit cai thuong x, y, z,...hodc xi, X,,...dé chi cac gia tri co thé co
cua no.

Dai lugng ngﬁu nhién dugc phan lam 2 loai: Pai luong ngﬁu nhién ro1 rac va dai
lugng ngau nhién lién tuc.

+ Pai luong ngiu nhién r0i rac 1a dai lwong ngiu nhién ma cac gia tri co thé co
ctia n6 14p nén mot tap hop hiru han hoic v han dém duoc phan ti.

Vi du 2.1.2. Goi X 1a s6 vién dan ban trang bia khi ban 3 vién, khi d6 X 1a dai
luong ngau nhién rdi rac nhan mot trong cac gia tri 0, 1, 2, 3.

+ Pai luong ngiu nhién goi 14 lién tuc néu cac gia tri co thé co cta né lap day
mot khoang trén truc so.

Vi du 2.1.3. Goi X 1a khoang cach tur diém cham cta vién dan dén tim bia, thi X 1a
dai lugng ngﬁu nhién lién tuc.

Cha y 2.1.4. C6 thé noi rang gan nhu tat ca cac dai luong chi vé trong lugng, do
dai déu 1a dai luong ngiu nhién lién tuc.

2.1.2. Cac quy luit phan ph01 xac suit ciia dai lugng ngiu nhién
a. Bang phan phéi xac suat cia dai hrong ngau nhién
Nguoi ta thudng biéu thi qui luét phan phdi x4c suat cta dai lugng ngau nhién
roi rac dudi dang bang géom 2 dong: Dong 1 ghi cc gia tri ma dai luong ngau
nhién c6 thé nhan dugc: X1, Xa,...., Xo. DONG 2 ghi céc gia trj xac suat tuong Ung.
X | X1 Xo o, Xiveereron: Xn

P ‘ P11 P2 O TTPN Pn
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n
voi Z Pj =1.
=1

Vidu 2.1.5. Mdt t6 san xuit co6 3 mo to chay ddc lap véi nhau, voi xac suat dé mdi
mo to chay tét trong ngay 1 0,7. Goi X 14 s6 mé to chay tét trong ngay. Lap bang
phan phdi xac suat cua X.

Giai: X 1a dai luong ngau nhién i rac véi cac gia tri co thé ¢6 0, 1, 2, 3. v6i x4c
suit tuong tmg dugc tinh theo cong thirc Bernoulli

P(X =i)= ps(i)=Cip'q®, voip=0,7; q=03.

Ta c6 bang phan phdi xac suét ciia dai luong ngau nhién X la:

X | 0 1 2 3

P | 0,027 0,189 0,441 0,343
Vi du 2.1.6. Mot xa thi ¢6 3 vién dan dugc yéu cau ban lan luot tung vién cho den
khi trang muc ti€u hodc hét ca 3 vién thi th6i. Tim bang phan phdi xéc suat cua sb
dan da ban, biét rang x4c suat ban tring dich ctia mdi lan 1a 0,8.
Gidi: Goi X 1a s6 dan da dung, ta c6 X 13 dai luong ngiu nhién roi rac gom 3 gia
trilal,2,3vol

P(X=1)=08;P(X=2)=0,2.0,8=0,16; P(X=3) =0,2.0,2 = 0,04.

Vay
X| 1 2 3
P| 08 0,16 0,04

b. Ham phan phdi xac suit
Pinh nghia 2.1.7. Ham phdn phéi xdc sudt cia dai lugng X ngau nhién, ky hiéu 1a
F(x), 1a xac suat dé dai lugng ngﬁu nhién nhan gia tri nho hon x, vé1 x 1a mot $6
thuc bat ky.
F(x) =P(X<Xx).
Chly 2.1.8. Néu X la dai lugng ngiu nhién rdi rac thi F(x)= > p;.
Xj<X
Vi du 2.1.9. Bén lién tiép 3 vién dan vao bia, v6i xac suat tring dich ctia mdi vién
14 0,4. Goi X 1a s6 vién dan tring bia. Hiy tim ham phan phdi x4c suat cia X.
Giai: X 1a dai luong ngau nhién rdi rac nhan 4 gia tri 0, 1, 2, 3, v&i xac sudt duoc
tinh theo cong thirc Bernoulli
P(i)=Cyp'a®".  (i=1.3)
Ta c6 bang phan phdi xéac suét:
X | o 1 2 3
P | 0216 0432 0,288 0,064
+Neéu x<0, bién ¢ (X < x) 13 bién cd khong thé co, do d6 F(x) =0;
+Néu 0<x<1,bién cd (X <x) s& xay ra khi X =0, do d6 F(x) =0,216;
+Néu 1< x<2, bién cb (X < x) s& xay ra khi X =0 hodc X =1,
do d6 F(x) =0,216+ 0,432 =0,648;
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+Néu 2<x<3 bién cd (X < x) sé& xay ra khi X =0 hodc X =1,
hodc X =2, do d6 F(x)=0,936;
+Néux>3bincd (X <x)séxdyrakhiX=0;X=1;X=2,
hoac X =3, do d6 F(x)=1.
Vay ham phén phdi xac suét cua X la:

0 X<0
0,216 0<x<1
F(X) = 0,648 l<x<2
0,936 2<x<3
1 X>3

Vidu 2.1.10. C6 2 long nhét ga: Long thtr nhat ¢ 6 ga mai va 2 ga trong, long thur
2¢05 gamaiva3ga trong. Tir 1ong thir nhat bat 2 ga bo sang 16ng 2, 10i tir 16ng 2
bat ngau nhién ra 2 con.
a/ Tim qui lut phan phdi xac suat chi s6 ga mai duoc bat ra.
b/ Tim ham phan phdi xac suét chi s6 ga mai duogc bt ra.
Gidi: Goi A; 1 sy kién bat duoc i gad mai tir 16ng 1 vao 1ong 2 (1= 0..2)
X 14 s6 ga mai c6 trong 2 con duoc bat tir long 2: X =0; 1; 2
X= on + A]_X + A2X
P(X)=P(Ag)P(X/ Ag) + P(A)P(X | A) + P(A)P(X / Ap)

c:2 05 cicd c2 cg ci 127

P(X =0)= + : +—=. = ~0,1008
c§ cfy c§ ch c§ch 1260
Tuong tu: P(X =1)= 628 ~ 0,4984 P(X=2)= S0 ~ 0,4008
1260 1260
a/ Qui luat phan phdi xacsuatciaX: X |0 1 2
P 0,1008 0,4984 0,4008
0 Khi Xx<0
. ) P 0,1008 Khi 0<x<1
b/ Ham phan phoi xac suat cua X: F(X) = <
0,5992 1<x<2
1 X>2

Cic tinh chat ciia ham phéan phdi xac suat
Tinh chat 2.1.11.

(@ 0<F(x)<1;

(b) Ham phan phdi xac suit 1a ham khong giam tc 1a voi x, > X thi
F(x2)=>F(x).

() F(—0)=0; F(+x)=1
Hé qua 2.1.12,

@ P(a<X<hb)=F(b)-F(a)

(b) Xac suat dé dai lugng ngau nhién lién tyuc X nhan mot gia tri xac dinh bang
0: P(X=x)=0
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(c) B6i v6i dai lwong ngiu nhién lién tuc X ta c6 cic dang thic:
P@<X<b)=P@as<X<bh)y=Pla<X <bh)=P(a< X <b)

(d) Néu dai luong ngiu nhién X chi nhan gia trj trong [a,b] thi voi x<a, F(x)=0
vavéi x>b, F(x)=1.
Y nghia ciia ham phéan phoi xac suit: Ham phan phéi xac suat phan anh mirc do
tap trung xac sudt & vé phia bén trai mot s6 thuc x nao do.

c. Him mat d9 xac suat
Pinh nghia 2.1.13. Ham mdt dj xdc sudt cua dai lugng ngau nhién lién tuc X, ky
hiéu f(x)), 1a dao ham bac nhat ctia ham phan phdi xac suét cia dai luong ngiu
nhién do.
f(x)=F'(x)
Cic tinh chat ciia ham mat do xac suat
Tinh chat 2.1.14.
@ f(x)=0, wvx
b
(b) P(a< X <h) = If(x)dx
a

(© F()= [f(x)dx

(d) T)f (x)dx =1

—00
Vi du 2.1.15. Pai lugng ngiu nhién lién tuc X c6 ham mat d6 xac suat nhu sau:
T
aCO0SX Xe[_§;§i|
f(x)=
0 xg[_ﬁ-z}
2'2

a/ Tim hé sb a. , ,
b/ Tim ham phan phoi xac suat F(Xx).

¢/ Tim P(0 < X <%)

Giai:
a/ Theo tinh chat ciia ham mat do xac sut ta co >0 va
+00 % 1
j f(x)dx = J' acosxdx=1<a =5
e s

X
b/ Bé tim F(x) ta ap dung tinh chat: F(x) = J. f (x)dx.

—00
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X
+Vérix<—%; F(x)= [0dx=0

—00
.. T T ,
+ Vo1 —— < X< — , taco:
2 2
X _% X 1

FOO= [ f()dx= [odx-+ Iacosxdx:%(sinx+1).

—0 —0 T

2
- T ,
+ Vo X>E ta co

a2

X X
FO)= [f(x)dx=[Odx+ | %cosxdx+ [0dx=1.

VA

0 X<—=
1, . T T
Vay: F(X)={ —(sinx+1 ——<X<—
y: F(X) 2( ) 5 5
1 x>z
2
7l4
¢/ PO<X <%) = | 1cosxdx:ﬁ.
4 0 2 4

Vi du 2.1.16. Cho ham phan phdi ctia bién ngau nhién X c6 dang:
F(x) =a-+barctgx (—o0 < X < +00)

Timabva f(x).

Gidi: Ap dung tinh chat 3 cia ham phan phdi xac suét

lim (a+barctgx)=0 a_b_”:o
Xo—® = 2 — a-i p-t
lim (a+barctgx) =1 br T T
X—>+00 a"'? =1
A 1 1 . . , 1
Vay F(x) ==+ —arctgx vadodo f(x)=F'(x) =
2 7 z(l+x%)
Vi du 2.1.17. Pai lugng ngiu nhién lién tuc X c6 ham mat d6 xac sut:
100=
e’ +e
a/ Hay xac dinh hé so A.

b/ Tim ham phan phdi xac suat F(x).

¢/ Tim x4c suat dé trong 3 phép thir doc 1ap co6 1 1an X nhén gia tri trong khoang
(-1;1)
Giai:

75



f(x)>0

+o0
a/Apdungtinhchét +o — J' dX:1<:>A:£
[f)dx=1 et e n
X X X
b/ F(x) = | 27 =2 im [ Se _ 2 arcige*
_ooex+e_x T hb—>—op e X1

dP@1<X<D=Fay4%ébzg@mme—wdm4)=p
w
Py(1) = C3p(t- p)*

Y nghia ciia ham mat d§ xac suat: Ham mat d§ xac suat cua dai lugng ngau
nhién X tai moi diém x cho biét mic do tap trung xac suat tai diém do.

2.2. Cac tham so dic trung ciia dai lwong ngiu nhién

2.2.1. Ky vong toan

a. Cac dinh nghia

Pinh nghia 2.2.1. X 1a dai lugng ngau nhién roi rac nhin mot trong cac gia tri co
thé ¢o X;5X,y,...0, X, VOI CAC XAC suat twong mg Py, Pa,....,Pn. Ky vong todn cia dai

n
luong ngau nhién rdi rac X, ky hiéu E(X) duoc xac dinh E(X) =Y X pj
i=1
Pinh nghia 2.2.2. Néu X 1a dai luong ngiu nhién lién tuc voi ham mat do xac suit

b
f (x) va mién gia tri 1a [a,b] thi E(X) = [x.f (x)dx.
a
Vi du 2.2.3. Tim ky vong toan cua dai luong ngau nhién roi rac X c6 bang phan
phdi xac suat nhu sau:
X | 1 2 3
P| 08 0,16 0,04

Gidi:
E(X)=1.08+2.016+3.0,04=124
Vi du ,2.2.4. Tim ky vong todn cua dai luong ng?lu nhién lién tuc ¢c6 ham mat do
xac suat nhu sau:
2+ 2
F(X) = 4X4Qx xe(02)
0 X (0,1

1
Giai: E(X) = JQE(X2 + 2x)xdx — 11
04 16
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Cac tinh chit ciia ky vong toan
Tinh chat 2.2.5.
(@ E(C)=C (c=const).
(b) E(CX)=CE(X) (C =const)
() E(X+Y)=E(X)+E(Y)
(d) E(X.Y)=E(X).E(Y) NéuXvaY doc lap.
Ban chit va y nghia cua ky vong toan , ‘
Gia str do1 vo1 dai lugng ngau nhién X tién hanh n phép thtr trong d6 c6 ng lan
X nhan gia tri; Xq;Np lan X nhan gia tri Xo;Ng lan X nhan gia tri Xy (voi
Zklxi =n). Gia tri trung binh cta dai luong ngau nhién X trong n phép thir 1a:
i=1
Y:x1n1+x2n2+ ..... +ank:X1ﬂ+X2n_2+ +an_k
n n n n
X =xq f1 +Xo fo +..o4+ X fi
Theo dinh nghia thong ké vé xac suat voi n di 16n ta co:

X =X Py +X2P2 +....+ X Pg = E(X)

Vay: Ky vong todn ciia dai lwong ngdu nhién gan bang trung binh sé hoc ciia cdc
gid tri quan sdt ciia dai lrong ngdu nhién. N6 phdn dnh gid tri trung tdm ciia phén
phéi xdc sudt cia dai rong ngdu nhién.
Vi du 2.2.6. C6 5000 ngudi xét nghiém mau dé tim ky sinh tring sét rét. Ty 1& mac
bénh ¢ dia phuong theo théng ké 1a 10%. C6 thé 1am xét nghiém theo hai phuong
phap.

+ Phuong phap 1: Xét nghiém tirng nguoi

+ Phuong phap 2: Ldy mau 10 ngudi mot tron 1an 1am mot xét nghiém. Neu két
qua xét nghiém 1a 4m tinh (vo tring) thi thdy qua 10 nguoi khong ai méac bénh.
Néu két qua xét nghiém 1a duong tinh thi chimg to trong 10 nguoi d6 co it nhat mot
nguoi mac bénh. Lic d6 phai 1am thém 10 xét nghiém 1¢ dé phat hién nguoi co
bénh cu thé. Hoi 1am theo cach nao lgi hon.
Gidi:

Theo phuong phap 1 thi phai 1am 5000 xét nghiém.

Theo phuong phap 2: Goi X 14 s6 xét nghiém phai 1am d6i véi mdi nhém 10
nguoi, X = 1 (Néu két qua 1a am tinh); X = 11 (Néu két qua 1a duong tinh)

p=P(X =1)=(1-01% = (0,9)!"
pp =P(X =11)=1- p; =1-(0,9)"°
X | 1 11
P ‘ (0,9)0 1-(0,9)1°
E(X) =(09)1° +111-(0,9))~ 7,51

Tuc 13 trung binh phai 1am 7,51 ca xét nghiém cho mdi nhém 10 nguoi. Vay
theo cach 2 phai lam 7,51.500 = 3755 xét nghiém.
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Két kuan: Lam theo phuong phép 2 loi hon.

b. Phwong sai i
Dinh nghia 2.2.7. Phuong sai cua dai lugng ngau nhién X, ky hiéu D(X), la ky
vong toan cua binh phuong sai 1¢ch cua dai lugng ngau nhién so véi ky vong toan
ciand: D(X)=E[X —E(X)].

+ Néu X 1a dai lugng ngau nhién rdi rac thi

L 2
D(X) =Y [Xj —E(X)]".pj .

i=1
+ Néu X la dai luong ngau nhién lién tuc thi
+00
D(X)= [ [X —EQO)P f(x)dx
—Q0

Trong thuc té khi c6 mdt mau cu thé ta thudng dung cac cong thuc:
+ Néu X la dai lugng ngau nhién roi rac:

2 2 N 5 n ?
D(X)=E(X?)-[E(X)] = x; pi—(in pi]
i—1 i1

+ Néu X la dai luong ngiu nhién lién tuc:

+00 +00 2
D(X)= [x*f(x)dx { [ xf (x)dx]

Vi du 2.2.8. Trong mot hdp kin ¢6 17 quéa cau kich thudc nhu nhau, trong d6 ¢ 9
qua mau trang, 8 qua mau den, 1y ngau nhién ra 2 qua. Goi X 1a s cau den dugc
lay ra:

a/ Lap day phan phdi xéac suat cua X.

b/ Tim ham phan phdi x4c suat ciia X.

¢/ Tinh E(X), D(X).
Gidi: Vi X 1a sb cau den dugc léy ra nén X 1a BPLNN roi rac nhan céc gia tr1 0;1;2,

v6i x4c suat twong ng:

2 1~1
P(X:O):C—gzﬁzo,z% : P(le):%=7—2zo,529
ct 136 c 136
Cs 28
P(X =2)=—"8 =22 +0,206
ct 136
a/ Dy phan phdi xéac suat cua X: X 0 1 2

Pl0265 0529 0,206
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0 Khi x<0
.. 0,265 Khi 0<x<1
b/ Ham phan phoi  F(X) = _
0,794 Khi 1<x<2
1 Khi X>2

¢/ E(X) =1.0,529 + 2.0,206 = 0,941,

D(X) = 0,529 + 4.0,026 — (0,941)% = 0,468
Vi du 2.2.9. Cho X 14 dai lugng ngau nhién lién tuc c6 ham mat do xac suét
F(x) = —x(2 X)  khi x €[0;2]
0 X ¢[0;2]
a/ Tinh E(X), D(X).
b/ Tinh P{0,9 < X < 1,1} vaP{X > 1,5}

Gidi:
23 3,2 ’
al E(X) = j—xz(z—x)dx_—(i—x—)
4
0
2
2 2
D(X) :j§x3(2— x)dx—(f§x2(2—x)dx] L
4 4 5
0 0
23 3 3 [
b/ P(L5<X<2)= [ Sx(2-x)dx="(x?~") =015625
54 4 3
) 15
11
11 3
POL<X<11)= | S x@-wdx=2(x2-X)  —01495
4 4 3
0,9 0,9
Cic tinh chit ciia phuwong sai

Tinh chat 2.2.10.

(@) D(C)=0 (C=Const)

(b) D(CX)=C*D(X), (C = const)

(c) D(X+Y)=D(X)+D(Y), voi X va 'Y doc lap.

Hé qua 2.2.11. D(X —Y)=D(X)+D(Y), véi X va'Y doc lap.
Ban chit va y nghia ciia phwong sai.

Phuong sai chinh 13 trung binh s6 hoc ctia binh phuong céc sai 1éch gitta cac gia
tri ¢6 thé c6 cua dai luong ngiu nhién so véi gia tri trung binh cua cac gia tri do.
N6 phan anh mirc d6 phan tan clia cac gia tri cua dai lwgng ngau nhién xung quanh
gia tri trung tdm cua no 1a ky vong toan.

c. P 1éch tiéu chuin
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Pinh nghia 2.2.12. Can bac hai duong cua phuong sai dugc goi la do léch tiéu
chudan.

Ky hiéu : ox =\/D(X) = D(X)=0%
Chu y 2.2.13. Khi can danh gia mirc d6 phan tan cia dai luong ngdu nhién theo
don vi do ctia n6 nguoi ta thuong tinh d 1éch tiéu chuan chir khong phai la phuong
sai vi d6 léch tiéu chuan c6 cung don vi do véi dai lugng ngau nhién can nghién
clru.

2.3. Mt s0 quy luit phan phoi xac suat thong dung

2.3.1. Quy luit khong - mt 7
Pinh nghia 2.3.1. Dai lugng ngau nhién ro1 rac X nhan mdt trong hai gié tri c6 thé

c6 X = 0; 1 v6i cac xac suat tuong tng duoc tinh bang cong thirc Py = pqu Xy

x =0; 1 goi 1a phdn phéi theo qui ludt khéng - mét véi tham sd 14 p.

Ky hié¢u: A(p)

Cic tham so6 diic trung ciia qui luat khong - mot

Néu X 1a dai luong ngau nhién phan phdi theo qui luat khong - mot thi:
EX)=p;  D(X)=pq

2.3.2. Phan phéi nhi thirc
Pinh nghia 2.3.2. Pai luong ngiu nhién rdi rac X nhan mot trong cac gia tri co
thé ¢6 0, 1, 2, ..., n voi cac xac suat tuong ung dugc tinh theo cong thirc Bernoulli
0i 1 phdn phoi theo qui ludt nhi thire v6i cac tham so 1a n va p.
Ki hiéu: B (n,p)
Ta c6 bang phén’ phdi xac suét ciia dai lugng ngiu nhién c6 phan phdi nhi thire 1a

X 0 T n

P 1 cOp%" clpg™ cipig™  cllpg

Cic tham so6 diic trung ciia qui luit nhj thirc
Néu X 1a dai luong ngau nhién tuan theo qui luat phan phéi nhi thuc thi:
E (X) =np, D (X) =npq
Vi du 2.3.3. Xac suat dé mot ngu’(n bén tring bia 12 0,8 . Tim sb vién dan tring bia
trung binh khi nguoi dy ban 6 vién dan.
Gidi: Bai toan thoa mén day phép thir Bernoulli. Goi X 1a s6 vién dan tring bia thi
X phén phdi theo qui luat nhi thirc v6i cac tham sd n=6; p =0,8.
E(X)=6.0,8=48.
Viy s6 vién dan trung binh ban tring bia 1 5.

2.3.3. Qui luat poisson
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Pinh nghia 2.3.4. Pai lugng ngiu nhién roi rac X nhan mot trong cac gia tri c6 thé
k

6 0,1,2,.... v6i xac sudt trong tmg duoc tinh boi P(X =k) = %eﬂ k=01, 2..
duogc goi 1a phan phdi theo qui luat Poisson véi tham sé1a 4 (1 =np).
Ky hiéu: P(A)

Phan phdi Poisson xuat hién trong diy phép thir Bernoulli khi s6 phép thir kha
16n va xé4c xut p kha bé.
Cic tham s6 dic trung ciia qui luit Poisson
Néu X 1a dai luong ngdu nhién tuan theo qui luat Poisson thi:

E(X)=A D(X) = A

Vi du 2.3.5. Xac suét dé trong khi van chuyén mdi chai ruou bi v& 1 0,001. Ngudi
ta tién hanh van chuyén 2000 chai rugu dén ctra hang. Tim s chai v& trung binh
khi van chuyén.
Giai: Bai toan thoa man day phép thur Bernoulli vé1 n = 2000, P = 0,001 (kha nho).
Taco 4 =2000. 0,001 =2 (khong d6i).

Goi X 1a s6 chai rugu bi v& khi van chuyén thi X 13 dai luong ngiu nhién phan
phbi theo qui luat Poisson.

Vay s0 chai bi v trung binh 1a: E(X) =2 (chai).

2.3.4. Phan phdi chuian N(a, 02)
Dinh nghia 2.3.6. Dai lvong ngau nhién lién tuc X nhan céc gia tri trong khoang
(—o0;+00) goi 1a phdn phoi theo qui ludt chuan (hay phdn phoi chinh qui) vai cac

tham s6 13 a va o néu ham mat do xac suat cia no6 c6 dang:

_(x—a)2
2

e 20 (2.1)

F(x)=

1
o2x
Ky hiéu : N(a,0?).

Chuy 2.3.7.

(@) ava o” la hai tham s6 dic trung cta phan phdi chuan.

(b) Do thi cia ham (2.1) c¢6 dang hinh chuéng (h1) nhan truc hoanh lam duong
1

oN2rx

tiém can, f(x)>0 voimoi X, f = dattai x=a.

1

oN2re

D6 thi ham s6 ¢6 2 di€m udn véi hoanh @6 x=a+o vatungdo r-=

A

_

v
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Khi a thay doi thi dang ctua duong cong f(x) khong thay ddi. N6 dich chuyén
sang phai néu a giam. Khi o thay doi thi dang ciia do thi thay d6i theo. Néu o
tang 1én thi d6 thi s& thdp xudng va phinh ra con khi o giam thi d6 thi s& cao 1én va
nhon thém.

Cic tham s6 dic trung ciia qui luit chuan
E(X)=a; D(X) = ¢°

Tir d6 ta thiy o 1a thudc do do tan mat cac gia tri cta bién ngau nhién qua tim

phan phéi 1a a.

Tinh xéc suit trong phan phdi chuin
Gia st X : N(a,O'Z). Hay tinh P(a < X < f3), trong d6 («, ) la khoang cho
trudce tuy y. Theo tinh chét ciia ham mat do ta co:
B B _(x—a)2
Pla<X <f)= [ f(x)dx = fe 20° dx

o T
(04 o

<. X—a :
bit = =~ —t=x=0r+a=dx=0odt, do do
o
p—a
2

Pla< X < )= o‘jﬂ Cf e_2dt:®(ﬂ‘aj—qn(“—‘a) , (2.2)
a—a

o

2
L. 1 X - N z L., e, . , N
voi O(X) = T Ie 2 dt 1a ham so Laplatxo, (v6i cac gia tri duge tinh sn trong
T

bang phu luc 2). , ’
Xet truong hop dac biét khi (o, B) 1a khoang doi xtirng doi vl a tire 1a khoang
(a-a;a+a), taco

P(X —a|<a)= 2@(%}, (2.3)

Vi du 2.3.8. Biét do dai chi tiét X do mot may tu dong san xuat ra tuan theo qui
luat chudn N(20;0,04). Tinh P(X —20/<0,3).
Giai: Theo cong thuc (2.3) ta co:
P(X -20/<0,3)= 2@(8 zj 20(L5)
~ 2.0,4332 = 0,8664
v6i 0,4332 1a gia tri caa ham @(1,5) tra ¢ bang ham sd Laplatxo. Vay c6 khoang
87% chi tiét san )guét ra ¢6 kich thudc nim trong khoang (19,7; 20,3).
Vi du 2.3.9. Chi€u cao cua nam gidi khi truong thanh ¢ mét vung déan cu la dai
lu’ong ngau nhién phan phdi chuan véi a = 160cm v6i o = 6¢m. Mot thanh nién bi
coi 1a lun néu c6 chiéu cao nhé hon 155 cm.
a/ Tim ty 1¢ thanh nién bi lun & vung do.
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b/ Tim xac sudt dé 14y ngau nhién 4 ngudi thi co it nhat 1 nguodi khong bi lun.
Giai:

a/ Goi X 14 chiéu cao ctia nam thanh nién khi truong thanh ¢ ving d6. Theo gia
thiét X : N(160; 36). Ty 1€ thanh nién bi lun & vung d6 la xac suat dé lay ngau
nhién 1 nguoi thi ngudi do6 cé kich thudc nho hon 155 cm. Ta co:

P(0< X <155) = @(—155g160}—®(0_160j

o)y

=0,4999 -0,2967 = 0,2033

b/ Str dung cong thirc Bernoulli ta co:
P,(1;4)=1-P,(0)=1-C;(1-0,2033)".(0,2033)* =1-0,0017 =0,998 3

Phan phdi chuan hoa
Trong truong hop a=0 va o =1, ta c6 phan phéi chuan hod, khi 6 ham mat do
xéc sut cua dai luong ngau nhién X c6 dang:

u2

1 o2
o(u) N
day 1a ham s6 Gauxo voéi cac gia tri ciia né duoc tinh sin trong bang phu lyc 1.
Chuy 2.3.10.
+ D0 thi ctia ham nay nhan truc tung lam truc ddi xung;
2

u Y-

+ Ham phan phdi c6 dang F(u) = [e 2 du (Cac gi tri cia n6 duge tinh

1
N2m
0 bang phu luc 3). ?

Ky hi¢u ctia phan phoi chuan hod 1a N(0,1).

Qui tac Ba xich ma

Trong cong thirc PQX — a\ < a) = ZCD(E) néu ta dit o = 3o thi:

o
P(X —a <30)=2d(3) =2.0,49865 = 0,9973
Xéc suét nay rat gan 1 nén c6 thé coi hau nhu chic chin bién co |X —a <30 s8
xdy ra, tur do ta c6 qui tdc: Néu dai lugng ngau nhién X c6 phan phdi chuin
X :N(a, 0'2) thi hau nhu chic chin ring X s& nhan gia tri trong khoang
(a-30;a+30).
2.3.5. Quy luat Student - T(n) ’ 7 N
Gia st U la dai lugng ngau nhién phan phoi chuan hoa, V la dai lugng ngau

nhién doc l1ap vai U phan phoi theo quy luat khi binh phuong véi n bac tu do. Xét

83



dai lugng ngau nhién T = dai lwong ngiu nhién T s& phan phdi theo mot quy

U
\/V )
n
luat phan phdi xac suat goi 1a quy Iudt Student voi n bac tu do.

Ky hi¢u: T(n).

Ciing gibng nhu phan phdi chuin hoa, phan phdi T ddi ximg qua gdc O (tic 1a
c6 trung binh bang 0). Khi n bé thi phan phéi T c6 dudng cong mat do "méap" hon
duong mat d6 N(0, 1), nhung khi n khé 16n no rat gan voi chuan hoa. Trong thuc té
néu n > 30 thi da co thé coi phan phdi T va chuan héa 1a nhu nhau.

2.4. Cac dinh 1y vé gi6i han

2.4.1. Dinh ly 2.4.1. (Pinh ly Moavolaplat) Néu trong méi phép thir déc ldp bién
co A xudt hién véi xdc sudt P(A)=P,(0<P <1) thi khi n -« ta co:

1 _(k-np)®

lim |P(k)-——=—=e 2 =0
nose | A2mpg s T
2
A -y . 1 . 1 =5 s
Vay véi n kha 16n ta co6: Py(k) * —=¢@(X), voi @(X)=——=¢ (ham
ANpg N2

k—np

npq /4 2 7 1 4 2 1
Viduy 2.4.1. Xac suat dé mot cay bi chet khi trong 1a 0,2 Tinh xac suat dé khi trong
400 cay co6 80 cay bi chét.

Gauxo), X =

Giai: Ta c6 n=400; k=80; P(A)=0,2nénq=0,8, nén x= 80-4000,2 =0.Tra

4/400.0,8.0,2

bang Gaoxo ta dugc ¢(0) =0,3989, vay

P400(80) = ! .0,3989 ~ 0,05

400.0,2.0,8

2.4.2. Pinh 1y 2.4.2. (Pinh 1y giéi han tich phan) Véi cdc diéu kién nhiw dinh 1y

trén ta co:
2

b _t2 trong dé X; _ki=np
i Pn(kq,k dt |=0-
r!IIIOOI n(ky, ko) — N Ie = /npq

,1=1,2.
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Véi n kha 16n ta cO: P (k.k)= 2dr=d(x,)-D(x,), trong do

m’vle
t2
X -

d(x) = %je 2 dt 1a ham Laplatxo.
0

2.4.3. Pinh 1y 2.4.3. (Pinh 1y Poisson) Gid sir tién hanh n phép thir ddc ldp. Moi
phép thir sy kién A xuat hién voi xdc suat P(A)=p. Neu n —o0 ma p — 0 sao cho

k
np=A=const thitaco: lim P,(k)= e_’l./l—.
nN—oo k!
K e
k!
ChQ y 2.4.4. Trong truong hop p rt gan 1 thi P(A)=1— p rét gin 0. Do do dé
tinh Py, (k) ta chuyén sang tinh xac suat cho n phép thir A xuét hién n-k lan.
Vi du 2.4.5. Mot cong nhéan dung may xe x¢1 gom 800 6ng xac sudt dé mdi dng
x01 b1 dit xoi trong 1 gi,(‘)’ la 0,005. Tinh x4c suat
a/ Trong 1 gid c6 3 6ng x¢i bi dut.
b/ Trong 1 gio c6 khong qua 10 ong bi dat xoi.

Vay khi n kha 16n ta c6: P, (k) =

Giai:
a/ n=800; p=0,005 A=np=4
4374
Vé_iy P800 (3) = 3! I~ 0,1954
10
b/ Pgp(0,10) = > Pgpg (k) =0,99716
k=0

2.5. Pai lwong ngiu nhién hai chiéu

2.5.1. Khai niém vé dai lrong ngiu nhién hai chiéu

Ta ky hiéu dai luong ngiu nhién hai chiéu 1a (X, Y) trong 6 X va Y duoc goi
1a cac thanh phan cua dai luong ngau nhién hai chiéu thyc chit mdi thanh phan lai
1a mot dai luong ngau nhién mot chiéu. Vay dai luong ngau nhién hai chiéu thuc
chat 1a hé hai dai lugng ngau nhién X va Y dugc xét mot cach dong thoi. CO hai
loai dai lugng ngau nhién:

+ Pai lugng ngau nhién hai chiéu 1a roi rac néu cac thanh phén cua no la roi rac.

+ Pai luong ngau nhién hai chiéu 1a lién tuc néu cac thanh phr:fm cua no 1a lién
tuc.

2.5.2. Bang phan phdi xac suit ciia dai lwong ngiu nhién hai chiéu.
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Dbi v6i dai luong ngiu nhién hai chidu ngudi ta cling dung bang phan phdi xéac
suat, ham phan phoi xac suat va ham mat d¢ xac suat dé thiét 1ap qui luat phan phoi

xac suat cua ching.

Bang phéan phdi xac suat cia dai luong ngau nhién hai chiéu roi rac liét ké cac

gia tri c6 thé c6 clia nd va cac xac suit tuong ung. N6 c6 dang sau day:

X
Y X1 X5 Xj Xn
Y1 P(X1,Y1) | P(X2,Y1) P(Xi,Y1) P(Xn,Y1)
Y2 P(X1,Y2) | P(X2,Y2) P(Xi,Y2) P(Xn,Y>2)
y. | |'o'(>'<1,yi) b.().(z,Yi) b.().(i,yi) |'o'(>'<n,y;)
ym .p.().(l,ym) b.().(Z,Ym) b.().(i’ym) .p.().(mYm)

trong do6 x; (1 = 1..n) 1a cac gia tri c6 thé c¢6 cia thanh phan X,y (1 =1.m) la cac
gia tri ¢6 thé c6 cua thanh phan Y; con p(xiY;) la xac suat dé dai lugng ngau nhién
hai chiéu (X, Y) nhan gia tri (xiYj)-

Chay 2.5.1. Cac xéc suat p(xi,Yj) phai théa man diéu kién

p(Xij,yj)=0 i=Ln j=1m

n m
2. 2. p(xi,yj)=1
i=1j=1
Biét bang phan phdi xac suét cta dai luong ngau nhién hai chiéu bao gio ciing
c6 thé tim duoc bang phan ph01 x4c suat cia mdi thanh phan.
+ Bang phéan phdi xac suét cuia thanh phan X c6 dang:

X1 Xo .o Xi . Xn
X :
Pl n( pC2) | .. px | p(
Xl) . i) : Xn)
m n
Trong do: p(xj)= D, p(Xi,yj) i=1.n va Zp(x,.):l.
j=1 i=1

+ Bang phan phdi xac suat clia thanh phan Y ¢6 dang:

Y Y1 Y . Yi . Ym
P p(y) |p(y2) e IPyD) 1 1 P(Ym)
n m
Trong do: p(yj)= > p(x,yj) j=1l.mva > p(yj)=L1.
i=1 j=1

Vi du 2.5.2. Tim bang phan phdi xac suat ciia cac thanh phan ctia dai luong ngiu
nhién hai chi€u c6 bang phan phoi x4c suat nhu sau:

86



X
Y X1 Xo X3
Y1 0,10 0,30 0,20
Yo 0,06 0,18 0,16

Gidi: Cong cac xac suit theo cot ta thu dugc cac xac sudt twong Ung vai cac gia tri
ctia thanh phan X: p(x,) = 0,16; p(x,) = 0,48; p(x3) = 0,36.
Ta c6 bang phan phdi xac suat ctia thanh phan X nhu sau:
X X1 Xo X3
p 0,16 0,48 0,36
Cong cac xac suat theo dong ta co cac xac suat tuong Gng véi cac gia tri cla
thanh phan Y: p(y.) = 0,6; p(y2) = 0,4.
Ta c6 bang phan phdi x4c sut ciia thanh phan Y nhu sau:

Y Y1 Y2
p 0,6 0,4

BAI TAP CHUONG 2

1. Mot 16 hang gom 7 san pham trong d6 c6 3 phé pham. Chon ngau nhién ra 4 san
pham dé kiém tra. Goi X 1a s6 san pham tot trong 4 san pham lay ra.
a/ Tim quy luat phan phdi xac suat ciia X .
b/ Tim ham phan phdi xac suat.
¢/ Tinh E(X); D(X).
2. Kiém tra van dap hét mén cho 4 hoc sinh, mdi hoc sinh chi dugce vao kiém tra
néu nguoi dugc kiém tra trude d6 dat yéu cau. Xac suat dat yéu cau khi kiém tra
ciia mdi hoc sinh 13 0,6. Lap bang phan phéi xdc sudt, tim ham phan phdi xac suit,
tinh ky vong va phuong sai cua s6 hoc sinh dugc vao kiém tra.
3. Trong mét chiéc hom co 5 béng dén trong do c6 2 bong t6t va 3 bong hong. Lay
ngau nhién ra 2 bong dé kiém tra. Goi X 1a sd bong tot trong sb 2 bong duge kiém
tra.
a/ Hay lap day phan phéi xac suit ctia X.
b/ Tim han phan phdi F(x)?
¢/ Tim E(X) va D(X)?
4. Mot tai chira 10 tAm thé d6 va 6 tAm thé xanh. Chon ra 3 tAm thé. Goi X 13 s6
thé d6 duoc 1y ra.
a/ Lap bang phan phdi xac suét cua X?
b/ Tim ham phén phdi xac suat F(x)?
¢/ Tim E(X) va D(X)?
5. Mot thiét bj gdm 3 bd phan hoat dong doc 1ap véi nhau. Xac sut trong thoi gian

t cac bd phan bi hong twong tmg 13 0,4; 0,2 va 0,3. Goi X 1a s bd phan bj hong.
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a/ Tim quy luat phan phdi xac suit X .

b/ Tim ham phén phdi F(x).

¢/ Tinh E(X); D(X).
6. Mot xi nghiép c6 hai 6 to van tai hoat dong. Xac suit trong ngay lam viéc cac 6
t6 bi hong tuong tmg 14 0,1 va 0,2. Goi X 1a s6 6 to bi hong trong thoi gian lam
viéc.

a/ Tim quy lut phan phdi xac suét ciia X .

b/ Tim ham phén phdi x4c suat.

¢/ Tinh E(X); D(X).
7. Mot ngudi di tir nha dén co quan phai qua 3 ngd tu, xac suit dé ngudi dé gip
dén doé ¢ cac nga tu tuong Ung la: 0,2; 0,4 va 0,5. Hoi thoi gian trung binh phai
ngimg trén duong 1a bao nhiéu. Biét rang mdi khi gip dén do ngudi d6 phai dimg
mét 30 giay.
8. Trong phong thi nghiém c6 3 nghién ciru vién tién hanh 3 thi nghiém doc lap vé
té bao ung thu trong cing mot khoang thoi gian. Xac suat thuc hién thanh cong thi
nghiém cua nghién ciru vién thtr nhét 1a 0,75, nghién ctru vién tha hai 1a 0,8 va
nghién ctru vién thir ba 1a 0,6. Goi X 1a sd thi nghiém thanh cong trong ba thi
nghiém.

a/ Lap bang phan phdi xac sut cua X.

b/ Tinh ky vong va phuong sai.
9. C6 3 xa thu ban doc 1ap vao cung mot bia, mdi xa thu bin 1 vién dan. Xac suit
ban trang dich ctia mdi xa thu 13 0,6; 0,5 va 0,4. Goi X 13 bién ngiu nhién chi sd
vién dan ban tring bia.

a/ Lap bang phan phdi x4c suat ctia bién ngiu nhién X.

b/ Tinh ky vong, phuong sai ctia bién ngau nhién X.
10. Mét xa thu c6 4 vién dan. Xa tha dé ban lan luot tung vién cho dén khi trung
muc tiéu hodc hét ca 4 vién thi thoi. Xac suat ban tring muc tiéu ctia moi vién dan
12 0,6. Goi X 1a dai lugng ngau nhién chi s6 vién dan da ban.

a/ Lap bang phan phdi xc suit cua X.

b/ Tinh ky vong, phuong sai cua X.

e
11. Cho ham sé: F()=14" x<(0:2)
0, x¢(0;2)

a/ Chung minh ham f(x) 1a ham mat d¢ xac suit cua mot dai luong ngau nhién
lién tuc X .
b/ Tinh ky vong, phuong sai ctia dai lwong ngau nhién c6 ham mat do xac suat
noi trén.
¢/ Tinh x4c suit dé trong 3 phép thir doc 1ap c¢6 1 lan X nhan gid tri trong
(1;3/2).
12. Bién ngau nhién lién tyc X c6 ham mat do xéac suét:
f00 = 5x(x 1) Khi x e [1; 2]
0 Khi x ¢ [L; 2]
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a/ Hay tim ham phan phdi F(x).

b/ Tinh E(X).

¢/ Tinh xéc sudt P(0 <X <1.5). ,
13. Cho dai luong ngau nhién lién tuc X c6 ham mat do xac suat:

£ (0 = a(x®+2x+1), khixe[0;4]
0 , khixe[0;4]

a/ Timhé sb a?

b/ Tim ham phéan phbi F(x)?

¢/ Tinh P1< X <3)?
14. Cho dai luong ngau nhién lién tuc X c6 ham mat do xéc Suét:

o {k x(4—x2), khixe(0:2)
(x) =
0 , khixg(0;2)
a/ Tim hé s6 k ?
b/ Tim ham phan phdi F(x)?
¢/ Tinh E(X)?
15. Cho X 1a PLNN lién tuc voi ham mat do x4c suit:

f () = kx>(L-x) | khix e [071]
0 , khix & [011]
a/ Tim hé s6 k?
b/ Tim ham phan phdi F(X)?
¢/ Tim P(-0,5< X <0,5)
16. Cho dai luong ngu nhién lién tuc X ¢6 ham mat do xac sut:

f () = kx2(4—x), khi xe[0;4]
0 , khixe[0;4]
a/ Tim hé sb k ? ,
b/ Tim ham phan phoi F(x)?
¢/ Tinh E(X)?
17. Cho dai lwong ngau nhién lién tuc X c6 ham mat do xac suat:

f ()= k (1—x?), khixe(=L1)
0 ,khixe(-L1)

a/ Timhgsé k?
b/ Tim ham phan phoi F(x)?
¢/ Tinh E(X)?
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Phan 3. Thong ké
Chuong 1
Co s6 1y thuyét méu

1.1. Tong thé va méu

1.1.1. Pinh nghia

a. Téng thé

Pinh nghia 1.1.1. Toan bd tdp hop cic phan tir dong nhat theo mot dau hiéu
nghién ctru dinh tinh hodc dinh lugng nao do dugc goi 1a téng thé nghién ctru hay
tong the (hay tap chinh). S6 luong cac phan tir ciia tong thé duoc goi 1a kich thude
ciia tong thé (thuong duoc ky hi¢u la N).

Véi mbi tong thé ta khong nghién ctru tryc tiép tong thé d6 ma théng qua
mot hay nhiéu du hiéu dic trung cho téng thé do, ching duogc goi la d4u hiéu
nghién ctru, cac dau hiéu nay co thé 1a dinh tinh hoic dinh luong.

b. Mau

Pinh nghia 1.1.2. Néu tir téng thé ta chon ngau nhién ra n phan tir thi tap hop n
phan tur nay dugc goi 1a mau kich thude n, khi do ta s€ tim cach xem xét danh gia
mau do roi suy ra két luan cho tong thé.

c. Mau ngiu nhién:

Tién hanh n quan sat doc 1ap vé bién ngiu nhién X nao d6 goi X; la viéc quan
sat lan thir i vé bién ngau nhién X. Khi d6 (X,,X,, .. .,X,) duoc goi 1a miu ngiu
nhién, n goi 13 ¢& mau hay sb 1an quan sat. (mau ngau nhién c¢& n thuc chét 1a n
bién ngiu nhién doc 1ap, ciing phan phdi nhu bién ngau nhién X)

Pinh nghia 1.1.3. Miu ngiu nhién kich thudc n 1a tdp hop cua n bién ngau nhién
doc lap X,,X,, .. ..X, duoc thanh 1ap tir bién ngu nhién X va c6 cing phan phbi
xé4c suat voi X.

Mau ngau nhién duge ky higu W =( X,,X,, .. ..X,). Luc d6 viéc thuc hién mot
phép thir d6i v6i mau ngiu nhién W chinh 1a thyc hién mot phép thir doi véi mbi
thanh phan ctia mau. Gia sir X, nhan gia tri x,, X, nhan gia tri x,,.. X, nhan gia
tr1 x,. Tap hop n gia tr1 x;, X,,---, X, tao thanh mogt gia tri cua mau ngau nhién, hay
con goi 1a mot mau cu thé, ky hidu w=(x,, X,, -, X, )
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Vidul.1.4. Goi X 1a s6 chAm xudt hién khi tung mot con xuc x4c, X 1a PLNN véi
bang phan phdi xac sut nhu sau:
X |1 2 3 4 5 6
p |1 1 1 1 1 1

6 6 6 6 6 6
Néu tung con xtc xdc 3 1an va goi X, 1a s6 chdm xuét hién trong lan tung thir i (i
=1, 2, 3) thi ta c6 3 DPLNN ddc 1ap c6 cung qui ludt phan phdi xac suit v6i X. Vay
ta c6 mau ngau nhién kich thuéc n = 3, W = ( X,, X,, X,) duoc xay dung tir
DPLNN gbc X. Thyc hién mét phép thir d6i véi mau ngau nhién nay tirc 1a tung cu
thé 3 1an: Gia st 1an thir nhat duge 3 cham, 1an tht hai duge 4 cham, lan thir ba
duoc 2 chim thi ta thu dugc mot miu cu thé w =(3, 4, 2).

1.1.2. Phuwong phap xdy dung miu
a. Nhan xét

Tir két qua tap miu co dugce ta co thé suy ra cac két qua cho tong thé bai vay
bao gid ciing ¢6 thé mac phai sai 1am nhat dinh. D¢ sai léch 16n hay bé phy thudc
vao phuong phap xay dung mau va kich thudc mau. P chinh xac trong thong ké
thuong dugc goi 1a do tin cay cua két luén: ky hi€u lay . Goi « 1a ty 1€ sai sot ( hay
muc y nghia ) thi o =1-

Pé c6 can ctr vao thong tin cua mau dua ra nhitng két luan du chinh xac vé dau
hiéu nghién ciru trong tong thé, tirc 1a phan anh ding dic dlem clia tong thé theo
dau hiéu nghién ctru do. Pé dam bao tinh dai dién ciia mau va tién cho viéc mo
hinh hoa, mau duoc tao 1ap voi nhimg gia thiét sau:

+ Lay lan luot timg phan tor vao mau, phuong phap nay goi la phuong phap don
gian dé phan biét voi cach lay cung mot lic nhiéu phan tir vao mau

+ Mdi phan tir dugc ldy vao miu mdt cach hoan toan ngau nhién, tirc 1a moi
phan tir cua tong thé déu c6 thé duoc 14y vao mau véi kha nang nhu nhau.

+ Cac phan tir duoc 1y vao mau theo phuong thirc hoan lai, tirc 1a trude khi 1dy
phan tr th k thi tra lai tong thé phan tir thtr (k - 1) ma ta da nghién ctru xong
(k=2..n).

Chay1.15.

+ Trong viéc lay mau do nhiéu nguyén nhan khac nhau, s& khong tranh khoi cac
sai sO trong so liéu mau. Vi vay trude khi dung cac phuong phap thong ké dé phan
tich, surly ta can loai bo céc sai s6 khong dang c6 ¢ trong mau di cho. C6 3 loai sai
5O

1/ Sai s6 thd: La sai s sinh ra do vi pham cac diéu kién co ban cua viéc lay
mau, hodc do so suit ctia nguoi thuc hién. Chang han nguoi kiém tra ¢ ¥ chon ra
cac san pham tot dé kiém tra khi danh gia chat luong, hodc ngudi ki thuat vién ghi
nham két qua thu dugc.

2/ Sai sb hé théng: La sai s6 do khong diéu chinh chinh xéc dung cu hodc
khong théng nhat gifra cac k¥ thuat vién vé cach xac dinh mot dai lugng nao do...,
dan dén mot loat két qua quan sat duogc bi léch di mot ty 1€ nhét dinh nao do.
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3/ Sai s6 ngiu nhién: La sai s sinh ra do méot s6 16n cac nguyén nhan ma tac
dung ctia chung bé dén murc khong tach riéng va tinh riéng biét cho timg nguyén
nhan duoc.

Trong ba loai sai s trén, sai s6 thé va sai s6 hé thdng can phat hién sém va
khtr bo ngay, con sai s6 ngau nhién thi khong thé khir bo duoc trong mdi lan quan
sat. Do do cac két qua quan sat dugc dua vao su ly bang cac phuong phép toan hoc
ta s& giai quyét chung chi chra cac sai 5O ngau nhién.

+ Trong thuc te néu kich thudc cua tong the kha 16n con miu chi chiém mot
phan rat nho cta tong thé thi phuong phép 1dy mau hoan lai va khong hoan lai cho
ta cac két qua sai 1éch khong dang ké.

b. Mgt s0 phuong phap chon maiu

* Mdu _ngdu nhién don: la loai mau dugc chon truc tiép tir danh sach dd dugc
danh s6 cua tong thé. Tur tong thé kich thudc N nguoi ta dung cach rat thim don
gidanran phﬁn tir cla mau theo mot bang sé ngau nhién nao do.

+ Uu diém: Phuong phap nay c6 vu diém 13 cho phép thu dugc mot mau co tinh
dai dién cao cho phép suy rong cac két qua ctia mau cho tong thé voi mot sai s6 xac
dinh.

+ Nhuge diém: Phai c6 duoc toan bd danh sach cua téng thé nghién ctru, mat

khac chi phi chon mau s& kha lén.
* Mdu ngdu nhién hé théng: La loai miu ngau nhién da dugc don gian hoa trong
cach chon, trong do chi co phén ttr dau tién duoc chon mét cach ngﬁu nhién, sau do
dua trén danh sach di dugc danh so cia tong thé dé chon ra cic phan tur tiép theo
vao mau theo mot thii tuc nao dé.

+ Nhugc diém cua phuong phap nay la dé mac sai s hé thong khi danh sach
cta tong thé khong dugc sap xép mot cach ngiu nhién ma lai theo mét trat ty chi
quan nao do.

* Mdu chim: Tong thé diéu tra dugc phan chia ra thanh nhiéu chim theo nguyén
tac:

+ Mbi phan tir ctia téng thé chi dugc phan vao mot chum.

+ Mdi chum c¢b gang chita nhiéu phéan tir khac nhau vé dau hiéu can nghién ciru
sao cho né c6 do phan tan cao nhu cua tong thé.

+ Phan chia sao cho cac chum twong d6i dong déu nhau vé qui mé.

+ Cac chum duogc chon mot cach ng'flu nhién va tat ca cac phﬁn tir cua chum do
déu duoc chon vao mau.

* Mdu phén té: Trong chon mau phén t6 trudc hét nguoi ta phan chia tong thé ra
thanh céc t6 c¢6 do thuan nhét cao dé chon ra cac phﬁn tuor dai dién cho tung td. Viéc
phéan t6 co hiéu qua khi tong thé nghién ciru khong thuan nhat theo dau hiéu nghién
ctru. Sau khi di phan t6 thi kich thudc mau duoc phan bd cho mdi to theo mdt qui
tac nao do.

* Mdu nhiéu cip: Néu cac phan tir cia tong thé phan tin qua rong va thiéu thong
tin vé chung, nguoi ta thuong chon mﬁu theo nhiéu cap, khi chon nhiéu cép ta co
nh1eu loai don vi chon méau ¢ m01 cap, thuong duogc goi la don vi chon mau cap 1,
cap 2,..Dé chon mau & mdi cap chi can c6 thong tin vé phan bd cia ddu hiéu & cip
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ay 1a du. Viéc chon mau & moi cap c6 thé tién hanh theo phuong phap mau ngau nhién
don, mau ngiu nhién hé théng, miu chim hay mau phan to.

c. Cac phuwong phap sap xép miu ngau nhién

Gia sir tir tong the cua DLNN goc X rat ra mot mau ngau nhién leh thudc n,
trong d6 gi4 tri x, xuat hién voi tan sb n,, gia tri x, xuét hién véi tan sd n, ,..., gid
tri x, xudt hién véi tan sé n, , lac d6 sau khi cac x, da dugc sip xép theo trinh tu
ting dan gia tri cu thé cua miu w c6 thé mo ta bing bang phan phdi tan s thuc
nghiém sau:

X, X, X, oo X, X,

n, n, n, ...n, ...n,

J& . n -
voin, +ny+...+ng=n.Goifi= -, (i=1..K)
n

Ta c6 bang phan phdi tan suét thuc nghiém:

Xj X1 Xo .o o0 X .00 Xk
f; f. £, . f .. f
voifi+f,+. . . +f=1

Vidu 1.1.6. Gat ngﬁu nhién 100 diém tré)ng lta cua mot vung thu dugce cac s6 liéu
dugc sip xép thanh bang sau (goi 12 bang phan phdi tan sb thuc nghiém).

Ning suét(ta/ha) 21 24 25 26 28 32 34
S6 diém gat twongung (10 20 30 15 10 10 5

Bang phan phdi tan suat thuc nghiém c6 dang:

Xi |21 24 25 26 28 32 34
ff |01 02 03 015 01 0,1 0,05

Chay1.17. Néu cac pl}ﬁn tr cia mau kha gin nhau khi d6 ta c6 thé sip xép mau
thanh mot day phan phdi thuc nghiém ghép 16p.

1.2. Cac dac trung cua mau ngau nhién

Pé nghién ciru dai lugng ngiu nhién goc X trong tong thé, néu chi rat ra mot
mau ngau nhién W = (X1, X9,-++, Xpy) thi mai chi c6 duge mot vai két luan so bod
va 10 rac vé X, vi céc gia tr1 Xj cua mau cb cung qui luat phan phéi x4c suit voi X
song qui ludt nay lai thudng chua duoc xac dinh hoan toan. Song néu tong hop cac
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dai luong ngdu nhién Xq, Xo,---, X, nay lai chung s& boc 16 nhing tinh qui luat
moi lam co s¢ dé nhan dinh vé dai luong ngau nhién gdc X trong tong thé.

Viéc tong hgp mau W = (X4, Xp,--+, Xp) dugc thuc hién dudi dang mot ham
nao do cua cac gia tri X1, Xp,---, Xy cua mau. N6 dugc goi la théng ke.

Ky hi¢ula G. Vay G =1( X1, X9,--+, X})

Thuc chit thdng ké 1a mdt ham cua céac dai lugng ngau nhién, do d6 ban thén n,é
cting s€ la mot dai luong ngau nhién tuan theo mot qui luat phan phoi xac suat nhat
dinh va co cac t}lam s0 dac trung tuwong Umg. Mat khac, khi mau ngéy nhién nhan
mot gia tri cu thé w = (X, Xp ..., Xp) thi G cling nhdn mot gia tri cy thé 1a

g= f(Xl, X2, .o Xn)
Sau day ta s& nghién ctru mot s6 thong ké thong dung nhat

1.2.1. Trung binh n}ﬁu ) N N
Gia su tur tong thé ctia PLNN goc X 1ap mot mau ngau nhién kich thude n.
W = ( Xl, Xz,. oy Xn)

Trung binh mdu 1a mot thong ké ky hiéula X: X = =) X,

Vi tap hop mau W = ( X, Xy, . o, n) dugc thuc hién dudi dang mdt ham nao
do cua céc gia tr1 Xg, X,,. . ., X, cla mau nén nd 1a mot thong ké do d6 trung binh
mau X ciing 1a mot thong ke. Vi vay n6 1a mot PLNN tuan theo mot qui ludt phan
phéi xac suat ndo d6 véi cac tham sé dic trung tuong tmg. Khi miu nhan mot gia

tri cu thé w = (X1, X2, - . ., Xp) thi trung binh mau cling nhan mot gia tri cy thé ky
hiéula x.
_ 1 n _ 1 k
X=— ac X = —
2 hofle X = 2 Mg

Tinh chat 1.2.1.
, _ _ 2
NéuE(X)=avaD(X)=o? thi E(X)=ava D(X)= GT
Chay 1.2.2. Néu cac x; cach déu nhau mot khoang 13 h thi
— has X —X
X =X+ =) m(——=2
0 n ; |( h )
trong do x¢ la gia tri tao vo1 m; tuong g dat max
Vi du 1.2.3. Cho bang phan phdi tan sb thuc nghiém (vi dy 1). Hay tinh trung binh
mau
Giai: Taco
= ﬁ(zuo +24.20 +25.30 +26.15 + 28.10 + 32.10 + 34.5 ) = 26 (ta/ha)

Vi du 1.2.4. Cho mau
X 28 30 32 34 36 38 40 42
m; 3 7 10 15 10 3 1 1
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Hay tim ky vong mau.
Giai: Nhan xét mau trén c6 kich thudc n = 50 va céc x; cach déu nhau mot khoang
h=2; max m; = 15 do d6 chon xy = 34 ta dugc

x =34+ % (3.(-3)+7.(-2) +10.(-1) +15.0+10.1+3.2+1.3+1.4) =33,6
Vay E(x) = 33,6.
1.2.2. Phuong sai miu
Phuong sai mau ky hiéu 1a S*(X).

Hoan toan tuong tu nhu trung binh mAu khi cho moét mau cu thé thi phuong sai
mau s€ nhan mot gia tri cu the. ky hiéu la s?(x) =s*

LSy 7Y hos 1K .
- _Z(Xi —X)? hodc s2== > mi (% — x)2
h Niz1
Trong thyc t¢ dé ti¢n cho vige tinh toan ngudi ta thuong hay str dung cong thirc
1k N\ -
Szz_zmixiz -(X) PN 52:)62—()_()2
n:
=1

Chay 1.2.5. Néu cac x; cach déu nhau mot khoang 13 h thi
h2 Kk

2
2 _Z ( XOJ _ (XO_)_()Z
1,

Tinh chit 1.2.6. Néu E(X) =a va D(X) = o* thi E(S?) = ”T‘a

1.2.3. Phuwong sai diéu chinh miu
Phuong sai diéu chinh mﬁu ky hi¢u s'2

2 1 2
S"“=—- mX—X ——S
n-— |le ) n-1

Chu y 1.2.7. Phuong sai diéu chinh miu S la mot thong ké con khi c6 miu cu
thé thi phuong sai miu diéu chinh S ciing 13 mot s6 xac dinh.

1.2.4. Pp léch tiéu chuan miu va d léch tiéu chuin diéu chinh miu
+ D6 léch tiéu chuin mau S = /S2
+ Do 1&ch tiéu chuén diéu chinh miu S’ = Vs~

1.2.5. T4n suit miu
Gia sir tir tong thé kich thuéc N trong d6 c6 M phan tir mang ddu hiéu
nghién ciru, 14y ra mot mau ngau nhién kich thudc n va trong d6 thay co X phan tir
mang dau hiéu nghién ctru. Luc d6 tan suat mau 1a mot théng ké ky hiéu 1 f, f
X

n
Vi du 1.2.8. Cho mau thuc nghiém
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X

65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125
/0 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130

m

1 0 2 5 8 16

18 17

16

5

Tim x, s% s.

Giai: Patx; = % (i=1, ..., 13), cac x; cach déu nhau mot khoang h =5 chon

Xo=97.5, dat t; = % véii=1, .., 13.

Ta lap lai bang

STT Xi m; ti mit; ti2 mit;
1 67,5 1 -6 -6 36 36
2 72,5 0 -5 0 25 0
3 77,5 2 -4 -8 16 32
4 82,5 5 -3 -15 9 45
5 87,5 8 -2 -16 4 32
6 92,5 | 16 -1 -16 1 16
7 97,5 18 0 0 0 0
8 102,5 17 1 17 1 17
9 107,5 16 2 32 4 64
10 | 1125 9 3 27 9 81
11 | 1175 5 4 20 16 80
12 11225 2 5 10 25 50
13 1275 1 6 6 36 36
5 100 51 489

Nhin vao bang trén ta thay:

x =975+ > . 51=10005
100

= 1%50.489 - (97,5 - 100,05 )* ~ 115,75

s= /g2 = J115,75 ~10,76
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Chuwong 2

U6c lwong tham so

Gia str khi xét mot DPLNN X (X 12 mot ddu hiéu dinh luong can nghién ctru cua

mot tong thé) ta can biét qui luat phan phdi x4c suat ciia nd. Bang phuong phap
phan tich 1y thuyét ta gia st biét duoc dang phan phdi xac suat ctia nd. Tuy nhién
cac tham s didc trung ciia né nhu ky vong, phuong sai,.. ma ta goi chung 1a tham
s6 1y thuyét ¢ lai chua biét nén ta can phai xac dinh 6. Viéc tinh chinh xac ¢ 1a
kho c6 thé thuc hién dugce ma ta chi c¢6 thé tinh gan ding. Viéc tinh gan dang d6 ta
0i 14 wéc heong tham sé6 6 va dya vao mau thuc nghiém da co.
Phwong phdp tién hanh: Tir tong thé can nghién ciru rit ra mot mau ngau nhién
kich thuéc n va dua vao mau d6 ma xay dung mot thong ké G dung dé uéc luong
6 bang cach nay hay cach khac, c6 hai phuong phap st dung G dé uéc lugng 0 1a
phuong phap wéc luong diém va phuong phap ude luong bang khoang tin cay.

2.1. Phwong phap wéc lwong diém

Phuong phap udc luong diém chu truong dung mot gia tri dé thay thé cho tham
s6 6 chua biét ciia tong thé, vi ban than @ 1a mot s6 xac dinh. Thong thuong gia tri
duoc chon la mot théng ké G nao d6 ciia miu ngau nhién. Co nhiéu cach chon
théng ké G khac nhau tao nén nhimg phuong phap udc luong diém khac nhau.

2.1.1. Phwong phap ham wéc lugng
a. Khai niém

Gia sir can uéc luong tham s @ cua dai lwong ngu nhién géc X. Tir tong thé
1ap mau ngau nhién kich thudc n: W = (Xy, Xa,...,Xy). Chon lap thébng ké G =
f(X1, Xz,...,Xn) ma thue chat 1a mot thong ké dic trung miu tuong Ung voi tham sO
6 can udc lu’ong Chang han, dé udc luong ky vong toan a cia DPLNN goc thi chon
thong ké trung binh mau X, dé uéc luong phuong sai o’ ctia BLNN goc thi chon
théng ké phuong sai mau S°. Neu 1ap mot miu cy thé va tinh duoc gia tri g = (x4,
Xp,..., Xp) cua thong ké G trén mau cu thé do thi uée lugng cua 9 la gia tr1 g vura
tinh duoc.

97



Vi thong ké G = f(Xy, Xo,... Xp) thyc chat 13 ham ctia cac DPLNN nén no duoc
goi la ham udc lugng cua 6. Chat lugng cua ude luong khong thé danh gla qua
mot gia tri cu thé cua G. Vi nhu vy chi co cach so sanh truc tiép g vag ma ¢ lai
chua biét. Do d6 chi c6 thé danh gia chat luong ctia uoc luong thong qua ban than
thong ké G = f(x1, Xa,..., Xn). RO rang la c6 v6 sd cach chon ham f, tirc 1a 6 vo sO
thong ké G c6 thé dung lam ham udc lugng ctia 6. Vi vay can dua ra mot tiéu
chuan dé danh gia chat luong cua thong ké G, tir 6 lua chon duogc thong ké " xap
xi mot cach t6t nhat" tham sb can udc luong.

b. Céc tiéu chuan lra chon ham wéc lwong
* Udc luwogng khong chéch

Gia str théng ké G 1a udc luong ciia tham sé @ cua PLNN gbc. Véi k mau cu
thé rat ra tir tong thé, thong ké G s& nhan k gia tri cu thé twong tng 13 g1,02,. . ..0k.
Néu thong ké G 1a mot u6e luong co du ciia 6 thi cac gia tri 21,0y, . . .0k ciing déu
s€ 16n hon ¢ va gia tri trung binh cua chung ( trc 1a ky vong toan cua G) cling 16n
hon 6: E(G) > 6. Nguoc lai, néu théng ké G 1a mot uwédc luong thiéu cia 6 thi moi
gia tri g1, z,. . .0k cling déu s& nho hon 6 nén E(G) < 6.

Nhu vay, viéc su dung mot thong ké ma ky vong toan cua no khac voi tham sO
can uéc lugng co6 thé dan dén sai 80 hé thong (tat ca cac glatricua G déu 16n hon
hodc nho hon 0). Dé loai trir sai s6 nay hién nhién 1a can yéu cau E(G) = 6. Di
nhién yéu cau trén _khong loai trir dugc hoan toan cdc sai s0, song nhu vy céac sai
sb6 khac diu s& xuit hién tuong ddi déu nhau, do d6 cac gia tri cua G s€ khong bi
léch han vé mot phia so véi 6.

Dinh nghia 2.1.1. Thong ké G cua mau du’oc goi 1a udc luong khong chéch cua
tham s6 6 caia PLNN gbc X néu E(G) =

Nguoc lai E(G) = 0. thi G dugc goi la udc luong chéch cua 4.

Chay2.1.2.

(@) G 1a udc luong khong chéch ciia tham sé 6 khong co nghia 1a moi gia tri
ciia G déu trung khit voi @ ma chi c6 nghia: trung binh céc gia tri ca thong ké G
bang 6. Ting gia tri ciia G c6 thé sai 1éch rat 16n so véi 6.

(b) Trung binh mau X 1a uéc luong khong chéch cia ky vong toan a cua
DLNN gbc [ E(X)=a].

(c) Tan suat miu f 13 udc luong khong chéch cua xac suit p cuia DPLNN gbc
[Ef)=p]

(d) Phuong sai diéu chinh mau S la uéc lugng khong chéch ctia phuong sai
o ciia DPLNN gbc [ E(S ) = o7].

Vi du 2.1.3. Gia sir trai cAy cta nong truong da dong thung, moi thung 10 trai.
kiém tra ngau nhién 50 thung ta thu dugc két qua sau:

S6 trai cAy hong trongthungk | 0 1 2 3 4 5 6 9 10
S6 thung c6 k trai hong 023726 4 01
a/ Tim udc lugng cho ty 1€ trai cay hong trong ndng truong.

b/ Tim uéc luong cho ty 1é trai cdy hong trung binh trong mdi thung.

¢/ Tim udc luong khong chéch cho cho do bién dong ty 1é trai cdy hong & mdi

thung,

/7 8
70
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Giai:

a/ Day la bai toan udc luong diém cho ty 1¢ dam dong.

Tong so trai dicu tra la: n = 10x50 = 500 ( trai)

SO trai hong phat hién la: m = 1.2+2.3+3.7+4.20+5.6+6.4+7.7+10.1= 22.

Ty 1& hong trong mau la: f= % =0,444.

Vay ty 1€ trai hong trong nong truong la vao khoang 44,4%. , i

b/ Ta quan di€ém day 1 bai toan v€ s0 lugng chir khong phai 1a chat lugng. Moi
thung co ty 1€ hong X; va ta can udc lugng diém ty 1€ hong trung binh & moi thung.

Ta c6 bang sau: (h=10; xo = 40; t; = Xi 1040 )

Xi m; t; mit; | mit”
10 |2 -3 -6 | 18
20 | 3 -2 -6 | 12
30 7 -1 -7 7
40 |20 0 0 0
50 | 6 1 6 6
60 | 4 2 8 | 16
70 |7 3 21 | 63

100 | 1 6 6 | 36
> | 50 22 | 158

Vay ty 1¢ hong trung binh & mdi thung 1a khoang 44,4%.
¢/ Udc lugng khong chéch cho dg bién dong ty 1¢ trai cdy hong ¢ mdi thung

chinh 12 phuong sai diéu chinh mau s

S —%158 (40— 44.4)% = 296,64

5" = %0 506,64 - 302,69
49

Ta du doan d6 bién dong cua ty 1& hong giita cac thung 1 vao khoang 302
* Udc lwong hiéu qua:

Nhu da phan tich ¢ trén, du G 1a udc lugng khong chéch cua 6 thi tung gia tri cu
thé ctia G van co thé sai 1éch rat 1on so véi 6, tic 13 phuong sai D(G) van co thé rat
16n. Luc d6, néu lay mot gla tri ciia G tim dugc trén mot mau cu thé, chang han g;
dé udc lugng O thi né co thé sai léch rat nhiéu so véi gia tri trung binh G tirc 13 ban
than tham s6 0 can udc lugng. Nhu vay, néu léy mot gia tri cia G, chéng han g; dé
udc luong 0, thi c¢6 thé mic sai s6 rat 16n. Con néu nhu doi hoi phuong sai ciia G
phai nho thi c6 thé loai trir sai s6 nay trong uéc lugng.
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Pinh nghia 2.1.4. Thong ké G cua miu duoc goi 1a udc lugng hiéu qua cta tham
s6 0 ciia PLNN gbc X néu no c6 phuong sai nho nhit so voi moi théng ké khac
duoc xay dung trén cung mati do.

Nhu vay, dé xét xem G c6 phai 1 uéc luong hiéu qua cta 0 hay khong, can phai
tim duoc gia tri nho nhit c6 thé co cua phuong sai cac ham udc lugng.
* Udc lugng viing:

Khi xét nhitng mau c6 kich thudc 16n thi nay sinh van dé 1a mau cang 1on thi
thong ké G ctia mau phai cang gan tham s6 0 can udc lugng.
Pinh nghia 2.1.5. Thong ké G ctia mau duoc goi 1a wéc lugng viing cta tham s 0
cua BLNN géc X néu G héi tu theo xac suit dén 0 khi n — co. Ttc 1a véi moi €
duong bé tuy y ta ludn cd lim P(G-0|<¢)=1

2.1.2. Phuong phap wo'e lwgng hop ly t01 da

Gia sir biét qui luat phan phdi xac suét tong quat cia DLNN gbc X dudi dang
ham mat do f(x, 0). Do ciing co thé 1a biéu thic x4c suat néu X 1a PLNN roi rac,
can phai udc luong tham sé 0 nao d6 cua X. Lap mau ngiu nhién kich thuéc n:

W = ,(X]_,, Xz,. . .,Xn). ) N
va xay dung ham cua doi s6 6 tai mdt gia tri cu thé cua mau:
L(X1, X2, « .« -, Xn, 0) = (X1,0).1(X2,0)...1(x,,0).

Ham L du’O’c goi la hop ly cua tham s6 0, gia tri ciia ham hop 1y chinh 1a xac
suét hay mat do xac suat tai diém (X1, X2, + . Xp), CON gla trl cua thong ké G tai
diém d6 g = f(xy, Xy, . . ., Xn) dugc goi 1a wéc lu’qng hop 1y tbi da cua 0 néu tmg voi
gia tri ndy cua 0, ham hop 1y dat cuc dai.

2.2. Phuong phap woc lwong b?mg khoang tin cay

2.2.1. Khai niém

Pé udc luong tham sé 0 ciia DLNN gbe X trong tong thé, phuong phap nay chu
truong tir mot thong ké G nao d6 ciia mau xay dung mot khoang gia tri (G, G,)
sao cho v&i mot xac sudt cho trudc, tham sd 0 s& roi vao khoang (Gy, G,) d6. Chi y
rang do G 13 DPLNN nén khoang (G, G,) ciing 13 mot khoang ngiu nhién, con 0 lai
14 mot s6 xac dinh nén phai néi chinh xac hon 14 khoang (G1, G,) sé chira dung gia
tri © véi mot xac suat cho trude.

Pinh nghia 2.2.1. Khoang (Gy, G,) cia thong ké G duogc goi 1a khodng tin cdy cta
tham s6 0 néu v6i xac suat bang (1 - o ) cho trude thoa man diéu kién P(G;
<0<Gy)=(1-a);x4csudt(1-a) =ydugc goila do tin cdy cua udc lugng,
con | = G, - G; duoc goi la do dai khoang tin cay.

Phuong phdp tién hanh:

Tu téng thé 1ap mau ngau nhién kich thudc n: W = (Xy, X,,. . ., X;) va tir d6 xay
dung théng ké G = (X, Xa,. o o Xn, 0) sao cho qui luat phan phdi x4c suit cua G
khong phu thudc vao cac dbi s6 ctia nd va hoan toan xac dinh. Luc d6 véi do tin
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cdy bang (1 - o) cho trude c6 thé tim dugc cip gid tri o4 VA o, Sa0 cho oy + ap =
a va tuong duong vaoi ching tim dugc cap gia tri ga; va go, ( thuong la cac phan
vi cia G) thoa méan diéu kién P(G < gal) =a,vaP(G > gaz) = oy  Tu dosuy
raP(gy <G< 0y, )=1-(mtor)=(1l-a)

Nhu vay, véi d6 tin cay ( 1 - o ) ta da xay dung duoc khoang tin cdy (g .
da,) cho G. Bang cac phép bién ddi twong duong bao gid cling c6 thé dua cong
thirc trén veé dang biéu thic twong duong P(G; < 0 < G,) =1 - o d6 chinh 1a
khoang tin cdy can tim. N N

Khi tién hanh mot phép thr véi mau ngau nhién W = (X4, Xp,. . ., Xp) ta thu
duoc r~ncf)t mﬁq cu thé w = (xq1, X2, . . ., Xp), dp do tinh duoc gi~é tri cﬁaﬁGl va G, g
védi mau cu thé nay la g; va g, lic d6 co két luan la: Qua mau cu thé w, vai do tin
cay 1 - a tham s0 0 cia PLNN goc X s€ nam trong khoang (g1, g,) trc 1a (g; <0 <
92).

Nhan xét 2.2.2. Vi do tin cay 1 - a cho trudce ta co thé tim duoc vo sb cap o, oy
(0O<a;<1;0<ay<1)thoa man oy + ap = a vi thé c6 vo so khoang tin cdy tuong
ung véi do tin cay da cho.

2.2.2. Uéc lugng ky vong toan cua DLNN phan ph61 theo qui luat chuin

Gia su trong tong thé PLNN gbc X phéan phbi chuan N(a, o %) nhung chua biét
tham s a ctia n6. Bé udc lugng a tir tong thé 1ap mot miu ngau nhién kich thudce n,
W = (X4, Xs,. . ., Xn). Dé chon thong ké G thich hop ta xét cac trudng hop sau:

a. Truong hop da biét phwong sai 6° cia PLNN gbc X

Ta chon théng ké: G =U = m, )
o

Trong d6 X 1a trung binh mau. Ta thay thong ké U phan phéi chuan hoa N(O0,1).
Do d6 vai do tin cdy 1 - a cho trude tim dugc cap gia tri o va o, sao cho oy + o
= o.. Tir do tim dugc hai phan vi chuan tuong ing 1a u o va U, thoda man diéu

kignP(U<u,)=oyvaP(U>u,_, ) =0y
Tudo P(u, < U<upg,)= 17- (0t o) =1-a Vi Uy qz—ul_al
Thay U tu bi€u thure (I) vao bi€u thure trén va gidi ra theo an a ta thu dugc
v O - O
P(X—-——=U_g <a<X+—=U_,)=1-a
( \/ﬁ 1 an \/ﬁ 1 al)
Viy v6i do tin cy bang (1 - o) tham sé a cia DPLNN gbc X s& nam trong

. - O ~ O
khoang: ( X _ﬁ Ulgrys X +ﬁulal)’ 1)

Cac truwong hop dac biét:

+ Khodng tin cdy doi xirng: o, = oy = % thi khoang tin cdy cua a a:
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(X—Fou i Xe ) @

Néu ky hiéu ¢ = iy _ thi biéu thtrc trén c6 dang: (X -€; X +¢), (3)

'

e duoc goi la do chlnh xac (do sai sé) cua udc lugng. N6 phan anh mirc dg sai
léch ctia trung binh mau so véi trung binh tong thé vdi x4c suat (1 - o) cho trude.
+ Khodng tin cfy bén phdi: Néu o, = 0, 0, = o thi Uy, = +o0 do d6 khoang tin

Céy bén phél cuaala
X - U’]_ y y 4

Biéu thtc trén dung dé wdc lugng gia tri t6i thiéu cua a.
+ Khodng tin cdy bén trdai: Néu o, = 0, oy = o thi Ul g, = too do do khoang tin

cay cua a la:
S O
(- OO, X+ﬁU1_a), (5)

Biéu thuc trén dung dé udc lugng gia tri t6i da cia a.
Chay2.2.3.

(a) Vi cung do tin cdy (1 - o ) thi d6 dai khoang tin cdy I s& 1a ngan nhat khi
khoang tin cay 1a dbi ximg va I = 2e.

(b) Tr cac cong thuc trén ta thay ba s &, o, n luén phu thudc vao nhau, néu cho
trude 2 sb thi sé tim duoc sb con lai, chéng han cho trudc o va ¢ thi ta s& tim duoc
kich thudc tdi thiéu n cia mau can phai diéu tra 1a:

02u2 .
1= 2
4o
n=> 2 +]1 & nZ—u2 + 1, (6)
2 o
2 | 1=
E 2

(c) Cac gia tri ul o Va Up_, duoc tra 6 bang phu luc 3

2
(d) Cac > khoang tin cdy noi trén van dang con la khoang tin cay ngau nhién 601
véi mot mau ngau nhién W = (X1, Xa,. . .,X). Thuc hién mot phép thir d6i véi mau
nay thu duoc mau cu thé w = (X1, Xp, . . . Xn), tir d6 tim du:0’c gia tri cu thé x cua

trung binh mau. Luc d6 v6i do tin cly (1 - o) qua mot mau cu thé ta s& tim duoc
mot khoang tin cay cu thé cua a. Vay voi mot mau ngau nhién cho phép xac dinh
khoang tin cdy ngau nhién, con mau cu thé cho phép tim duoc khoang tin ciy cu
thé (bang sd) cua a.

Vi du 2.2.4. Dé xac dinh trong luong trung binh cta cac bao gao trong kho ngudi
ta 14y ngau nhién ra 100 bao va tim duogc trong lugng trung binh x = 36,06 kg vé6i
o® = (0,28)%. Hay tim khoang tin ciy ddi ximg cta trong luong trung binh cia cac
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bao gao trong kho véi d6 tin cdy (1- o) = 0,99. Néu gia thiét trong lugng cac bao
gao tuan theo luat phan phdi chuén.

Giai: Day la bai toan tim khoang tin cay dbi xung cua gia tri trung binh khi da biét
phuong sai. Vay tir mau cu thé khoang tin cay ddi xtng cta a la

(x - u,; X+ u,)
Jn - Jn 2
, . 0,28.2,576
vo1l U =Uu =2576 = ¢= = 22— 0,072
1% 0,995 /— 1_7 100

X -€&=236,06-0,072 = 35,988

X +¢&=236,06+0,072 = 36,132
Vay voi do tin cay 99% thi trong luong trung binh cic bao gao trong kho nam
trong khoang ( 35,988 ; 36,132 ) kg
Vi du 2.2.5. Trong lugng cta mot loai san pham 1a mot PLNN c¢6 phan phdi
chuan, v&i d6 18ch tidu chuan 1a 1. Can phai diéu tra mot miu c6 kich thudce 1a bao
nhiéu dé véi do tin cdy ctia udc luong 1 0,95 thi sai s6 cho phép khoéng vuot qua
0,1.
Giai: Theo gia thiét ta co =01 0=1;v6i1-a =095 nénu , =196

Theo cong thic (3.5) ta dugc n > 1 5
(0.1)

2} +1 = [384,16] + 1
Vay dé dap tmg cac yéu cau cua dau bai ta phai diéu tra mot mau co kich thudc

toi thiéu n = 385

b. Truong hop chwa biét phwong sai ciia PLNN goc X
* Kich thwdc mau nho n < 30.

£ R X-a
Ta chon thong ké G=T-= 5 Jn
Trong d6 S 1a do 1éch tiéu chuén diéu chinh mAu. Ta thiy thong ké T tuan theo
qui ludt Student v&i (n - 1) bac tu do. Vi do tin cdy 1 - a cho trude c6 thé tim
duoc cap gia tri ocl va ocz sao cho ay + o, = a, tir d6 tim duogc hai phan vi Student

tuong ung la t ' va t o thoa min diéu kién:
P(T<t = oy VA P(T>t1”; )= o
Tu’doP(t <T<t1_ ) 1-(op+tap)=1-a
n 1 - _ _ (n—l
Vi 1:0(1 = t l_Oclnen biéu thirc trén c6 thé viét P( i s < T< t g ) l-a
Hoan toan tuong tu nhu trén khoémg tin cdy cla a voi d(_) tin cay 1 - o la:

S" -
(X - T tl— ; ﬁ t;__légl)’ (7)
Cac trwong hop dic biét:
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+ Khodng tin cdy déi xitng: o, = 0, = % thi khoang tin cdy cua a la:

S" . < . S L
) X+ —= a ) 8
\/ﬁ tl—‘; \jﬁ tl_z ) ( )
+ Khodng tin cdy bén phdi: Khi o, =0, o, = o thi khoang tin cay bén phai cta a la:
J— S’ .
(X - -t ), ©)

Biéu thuc trén dung dé udc lugng gia tri t6i thiéu cua a.
+ Khodng tin cdy bén trdai: Khi o, = 0, a; = o thi khoang tin cdy bén trai cua a la:
S" (1
) (10)
Biéu thtc trén dung dé wdc lugng gia tri toi da cua a.
Chay 2.2.6.
(n-1)

(@) Tra bang phu luc 5 (phan vi Student tg')) ta s€ tim dugc cac gia tri tl "
2

hoac t(n_l)

-«

t "V thi 8) < (X -¢& X +g), (8")

[

va d¢ dai khoang tin cay I sé& la ngan nhat khi khoang tin cdy s& 1a dbi xtng va
|=2c=2 ¢
Jn =5
(c) Néu 4n dinh d¢ tin cdy va sai s6 cho phép khong vuot qua &, thi khi d6 dung
lugng mau can thiét phai thoa man

SIZ 2
N> { : [t”—;J ]+ 1, (11)
& \ 1

(d) Véi 6 tin cay kha 16n, dé c6 khoang tin cay cy | thé cua a, ngu’m ta 1ap mau

cu thé w = (x4, Xo, . . ., Xp), tir d6 tinh duoc cac gia tri x va S cu thé roi thay chiing
vao cac cong thirc tren ta s& c6 khoang tin cy cu thé bang sd phai tim.
Vi du 2.2.7. Mot giéng lta méi duge gieo trong 10 miéng dat thi nghiém co céc
diéu kién giong nhau, cho san lugng tinh theo cling don vi nhu sau:

25,4; 28,0; 20,1; 27,4; 25,6; 23,9; 24,8; 26,4; 27,0; 25/4.
Hay tim khoang tin cdy cua san lugng giong l0a trén vai do tin cdy 95%. Gia thiét
san luong laa 1a dai lugng ngau nhién ©0 phéan phbi chuan.
Gidi: Goi X la san luong cua giéng lGa trén, theo gia thiét X phan phdi

chuan. N(a,O' ) v6i a 1a tham sb chua biét can wdc luong . Pay 13 bai toan tim
khoang udc lugng dbi xtmg cta san luong gidng lua khi chua biét phuong sai véi
mau nho. ( Str dung cong thirc 8”)
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= 25,4; $=2,238 y=1-a=0,95. Trabang ta

Theo bai ra ta cé: n 9 i
(") = 1 601;

=2,262, ¢ = \/_ t/

X -g =254-1,601=23799; x + £=25,4+1,601 = 27,001 ‘
Vay v6i1 do tin cay 95% san lugng trung binh cia giong lia mai trén nam trong
khoang (23,799, 27,001) hay 23,799 <a <27,001
(X -a)vn

Sl

Nguoi ta dd ching minh dugc rang khi n — +oo thi théng ké T s& phan phéi Xap xi
N(O,1) do do6 voi do tin cdy cho trude va voi n du 16n (n = 30) ta s& xap xi phén
phéi Student bang phan phdi chuan (Van ap dung cac khoang tin cady nhu v41 mau
nho nhung thay vi€c tra bang phu luc 5 bang bang phu luc 3).

Vi du 2.2.8. De udc lugng ning suét trung binh cia giéng lia mdi tai mot ving,
nguoi ta git ngdu nhién 100 thira rudng ciia ving d6 va thu duoc két qua sau:

9
duge 1 975

* Kich thwéc méu I6n n >30: Ta chon théngké G=T =

NangsuatX |40 | 42 | 44 | 46 48 50
(ta/ha) 42 | 44 | 46 | 48 50 52
S6 thira my 7 |13 |25 |35 15 5

Biét nang suat 1a DPLNN c6 phan phoi chuan. Hay uwéc luong luong ning suat
trung binh cila gidng lua méi & ving d6 véi do tin cay 95%.
Giai: Day 1a bai toan tim khoang wdc lugng dbi xtng cia trung binh dam dong khi
chua biét phuong sai véi mau c6 kich thude 16n. (4p dung cong thic (8)

oo’
n

>

i=1

Theo bai rata cé y = 0,95 do do u , = Uggrs = 1,96. Ta phai tim x vas,
2
Ditx; = 7%, chon x =47 ,h=2 gt = >
STT X m; t; m;.t; ti m; tiz
1 41 7 -3 21 9 63
2 43 13 -2 -26 4 52
3 45 25 -1 -25 1 25
4 47 35 0 0 0 0
5 49 15 1 15 1 15
6 ol 5 2 10 4 20
Y 100 -47 175
Nhin vao bémg trén ta thay:
2
=X + mt =47 + —.(-47) = 46,06
Z 100- 747
4

~(Xo-x )= ﬁ.175—(47—46,06)2= 6,1164
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3'2—%61164 6,178 = s = 2.486

€= = 2,486 .1,96/10 = 0,487

S u
Jn =5
X - € =45573; x +¢=46,547
Vay voi do tin cdy 95% ning suét trung binh cua giéng ltia méi tai ving d6 nam
trong khoang ( 45,573; 46,547 ) ta/ha.
Vi du 2.2.9. Chiéu dai (X) loai san pham A do mot may tu dong san xuat ra 1a mot
DLNN tuan theo luat phan phé)i chuan voi d6 1éch tiéu chuin o = 3 cm. Dé uéc
luong chiéu dai trung binh cua loai san phdm néi trén véi do tin cdy 95% ngudi ta
tién hanh do 36 san pham.
a/ Tim khoang tin cdy dbi ximg ciia chiéu dai trung binh loai san pham do.
b/ Bé udc lugng véi do tin cay 99%, d6 dai khoang tin cy d6i xtimg khong vuot
qua 0,6 cm thi phai do bao nhiéu san phém‘?
Gidi: Goi chiéu dai trung binh mau la x. Pay la bai toan udc lugng bang khoang
tin cdy déi xtmg cua trung binh tong thé ctia DPLNN tuan theo luat phan phdi chuan
khi d4 biét phuong sai. Theo gia thiét n = 36; o = 3; y =0,95 do d6
o

3
g=—u ,=-.196=0098
NOREEN

a/ Chiéu dai trung binh cua loai san pham trén 1a
(x -0,98; x +0,98)
b/ Theo gia thiét 1< 0,6 cm; e <0,3¢cm;y=099 = u , =2,576.

(2,576)%.3
(0,3)°

Keét luan: Be dap g cac y€u cau cua dau bai thi can phai di€u tra mot mau c6 kich
thudc t01 thi€u 1a 664 san pham.

Ap dung cong thirc 3.5 ta dugc n > { } + 1 = 664.

Vi du 2.2.10. Nang suat gibng ngd A & mot viung dugc bao 1én qua 25 diém thu
hoach va c¢o6 két qua sau:

Ning suat (tatha) X | 7 9 11 13 17
S6 diém thu hoach m; | 2 7 12 3 1

Biét nang suat ngd ciia ving d6 1a DPLNN c6 phan phdi chuan.

a/ Tim khoang tin cay ddi xtmg ctia ning suét trung binh cta giéng ngd A cia
vung do véi do tin cdy 95%.

b/ Hay tinh nang suit trung binh tdi thiéu cua gidng ngd A cia vung d6 voi do
tin cay 95%
Giai:
a/ Theo gia thiét X 1a DLNN phén phdi chuin N(a,0%). Vay ning suét trung binh
chinh 14 gi4 tri a. Pay 1a bai toan udc lugng bang khoang tin cdy d6i xung gia tri

106



ctia tham sb a ciia phan phdi N(a,0%) khi chua biét phuong sai 6° ciia X v6i mau
nhd. Ta c6 khoang tin cay doi xung cua a la:

v S ,0n.v ., S L0y
X - —= , X+ o
Rty ety )
Qua 25,diém béﬁo 1€n tirc 1a ta c6 mOt mau ngau nhién kich thude n = 25, goi X
la néng suét ciadiémthui(i=1..25)taco W= (X, Xy, ..., Xp5) tir do

X = —Z X, . V61 do tin cay 95% tra bang phu luc 5 ta dugc = 2,064.

24
2 — t 0,975
T mau cu thé ta sé tim duoc X vas. Ta thay céc x; cach déu nhau mot khoang

hzz’ChQnXOZII,déttizw

X m; ti m;t; t2 mit2
7 2 -2 -4 4 8
9 7 -1 -7 1 7
11 | 12 0 0 0 0
13 3 1 3 1 3
17 1 3 3 9 9
S |25 5 27

Nhin vao bang trén ta thay:
x =11-0,4=106;s"=4,16 ;s =2,08; ¢ = 0,859.
Két luan: Voi d6 tin ciy 95% ning suét trung binh cta gidng ngd A d6 la:
(9,741 ; 11,459)
b/ Pay 13 bai toan tim khoang tin cdy bén phai cua wdc lugng a cia X: N(a,c%) khi
chua biét phuong sai voi mau cu thé n = 25

Khoang tin cdy bén phai ciaala (X - T t v s To)

Jﬁt .. =9,888.

Két luan: Véi d6 tin cdy 95% ning suét trung binh ti thiéu cta gidng ngd A cua
vung do6 la a > 9,888 ta/ha.

Chay2.2.11.

(2) Ta khong dugce viét P (9, 743 <a<11,457)=0,95 vi do tin cay gin véi do
tin cdy ngau nhién chtr khong gan v6i mot mau cu thé. Hon nita do a 1a mot hang
s6 nén 10 chi co thé thudc hodc khong thudc khoang (9,743 ; 11,457) tac la voi
mot mau cuy thé thi bién cb (9,743 <a <11,457) khong phai la bién cb ngau nhién.
Hoic nd 1a bién ¢b chic chan, hodc nd 1a bién ¢ khong thé co.

(b) Trong bai bai toan trén & ¥ a, néu ta ting do tin cay tir 95% 1én 99% thi gia

S
=2,797dodde= —t. &
s

1a (9,435 ; 11,764 ). Vay néu tang do tin cdy 1én ma git nguyén kich thudc miu n

Vi do tin cdy 95% thi t.° = 1,711 do do x —

tri tra bang t:fi = 1,164, khoang tin cdy cua a s¢

o =1 0,095
2
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thi gi4 tri cua phan vi chuan ciing ting theo do d6 ¢ ciing ting 1én lam cho d6
chinh xac ctia wéc lugng cling giam xudng.

Khi ting kich thuéc mau n 1én va giit nguyén do tin cdy cho trudc thi € giam
xudng ttrc 1a @6 chinh xac cua wdc lugng ting 1én.

2.2.3. Uéc lwong ciia ky vong toan ciia PLNN X khéong phan phdi theo qui luit
chuin:

Gia s 0 mot téng thé, ddu hiéu dinh lugng can nghién ctru nao d6 dugc xem
nhu DPLNN X phan phdi theo mot qui ludt nao d6 khac qui luat chuan. X cé ky
vong toan 14 a ma ta can udc luong. Pé udc luong a ta chon théng ké:

X —a
o
X —

!

G=U=

Jn (khi da biét phuong sai) hodc

G=T=2""2Un (khi chua biét phuong sai)

Nguoi ta da ching minh khi kich thudc ctia mau du 16n thi thong ké G duoc
coi 12 ¢6 phan phdi chuan hoa N(0,1). Do vay dé udc luong a ta can phai chon mau
c6 kich thudc 16n va khi d6 ta s& di udc luong a gidng nhu ude luong a ctia X cd
phan phdi chuan.

2.3. U6c lwong khoang tin cay cho ty 1¢

Gia stir & mot tong thé‘ cia DPLNN X ¢6 N phan ttr, trong d6 c6 M phan tir mang
dac tinh A va N - M phan tir khong mang dac tinh A (0 <M <N). Goi P la ty 1¢
gitra s6 phan tir mang dic tinh A véi toan bo sd phan tir cua tong thé P = %, P

chinh 13 x4c sudt dé mot phan tir trong tong thé mang dic tinh A. Viéc tinh chinh
xac P 1a gap nhiéu kho khan, do d6 ta di udc cho ty 1€ P vdi d0 tin cay cho trude (P
khong qua 16n hodc qué bé )

Phwong phap tién hanh:

Tir tong thé can nghién ctru ta lay ra mot mau kich thude n

W = (Xy, X, . . ., X5 ), X 12 86 phan tir mang dic tinh A & 1an thtr thir i. Cac X
(i=1..n) la nhitng PLNN ddc 1ap voi nhau va c6 phan phdi 0 - 1 voi tham s P.

E(X;) =P vaD(X;) =p(1-p). Goi f= lz X, = X = flatylé mang dic tinh A
N5
trong miu ngau nhién duoc 13y ra.

Ta da biét E(f) = P va D(f) =@. Ta sir dung théng ké U= ——P /.

\VP(A-p)
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Ta t,héy khi n du lon (n > 30) fkhong qua be va ciing khong qua 16n thi U phan
phoi xap xi N(0,1). Khi do6 vo1 dd tin cdy cho trude ta co thé tim dugce hai phan vi
chuan u, va U . thoa man diéu kién:

‘ @

P[ua<u<u anl-oc.Do u,=-u _ nén P{—u , <u<u aj=1-oc
=z =z 1-= i
2

-2 -2
2 2 2 2 2

- (f —p)vn
hay P[ ul_(;<—\/m<

theo u , ta dugc khoang tin cay dbi xtmg ctia P voi do tin cdy 1 - o cho trude. Ta

2
thay khi n da 16n thi théng ké U ciing ¢6 phan phdi xap xi N(0,1). Nhu vay véi do
tin cay 1 - o thi:
+ Khodng tin cdy doi xung cua P la

{f_«/f(l—f)u
Jn

+ Khodng tin cdy bén phadi cua P la

( f _%ul—a ,+o0

+ Khodng tin cdy bén trdi cua P la

(—oo; f _|_—“f(1_f)

u aJ = 1 - a. Giai hé bat phwong trinh trén véi an p
1-=

%’
2

Jf@a-1)
f +—\/ﬁ ul_%

Ui_
/—n l-«
Chay2.3.1.

: Jf@a-f ) , A L A, A4
(@) Néudate = %u ., thi do dai khoang tin cdy s€ l1a ngan nhat néu n6
n ey
1a khoang tin cdy ddi xtimg va I = 2&. & dugc goi 1a do chinh xac hay sai s6 cia udc
luong. Tur do ta co thé suy ra:
+ Kich thudc cua mau can phai diéu tra ddm bao cho viéc udc luong P co6 do
tin cdy 1 - a va sai s0 cho phép khong vuot qua g la:

Ny > {M

1-4
&o 2

} + 1 (khi da c6 mau dinh huéng)

hodc N, > {4—; ul2 a} +1 (khi chua c6 mau dinh huéng)
0 2

(b) Bé sir dung cac cong thic trén co két qua chinh xac hon ta chi y: n phai
16n, f khong qua bé hodc qua 16n. Trong thuc hanh thuong 4p dung véi n > 100;
0,1<f< 09;nf>10;n(1-f)>10
Vi du 2.3.2. Kiém tra ngau nhién 400 san pham do mot may san xuat ra thay cé 20
san pham 1a phé pham. Vé&i do tin cay 95% hay wéc luong ty 1& phé pham tbi da
cua may do.
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Gidi: Goi P 1a ty 1& phé phim cta may d6. Nhu vay P 1a co ciu cua tap hop san
pham do may d6 san xuét theo ddu hiéu " phé pham". Pay 1a bai toan wéc luong
tham s P cua qui ludt phan phdi khong - mot A(P) bang khoang tin ciy bén trai.

Vay khoang tin cay cua P c6 dang:

o Afah
[ ; f+ \/ﬁ U— |-
20

Qua miu cu thé ta co f = 200 - 0,05. V6i 1 - a = 0,95 =uy_, = 1,645.

Vay véi do tin cay 0,95, qua mau cu thé nay thi khodng tin cay cua P 1a

—o ;0,05+ —“0’05'0’95.1,645 hay P < 0,0679.
v400

Két luan: Vi do tin cay 95% ty 1¢ phé pham t6i da ctia may d6 1 6,79%
Vidu2.33. Pé klem tra sO ca trong mot ho, co quan quan 1y danh bat 2000 con c4,
danh diu rdi tha Xuong hd. Lan sau danh bét lai 400 con, duge 80 con c6 diu. Hay
wdce lugng sb ca trong hd véi do tin cay 95%

Gidi: Goi N 1a sb ca co trong hd (N phai nguyén, duong). Ty 1é ca bi danh dau 1a P

= —2([)\100 Ta phai di u6c luong P bang khoang tin cdy dbi xtmg. Tir mau cu thé ta

cof= % 0,2 (ta théy: 0,1 <0,2<0,9; nf>10; n(1 - f) > 10), v&i do tin cay

2
21,96 o= Y0208 95 0392, Vay khoang tin
12 J400

cay dbi ximg ciia P 1a: 0.2 - 0,0392 < P < 0,2 + 0,0392.
Hay 0,1608 < 2290 < 02392 « 8362 < N < 12438

95% tra bang ta dugc u

Két luan: v4i do tin cdy 95% sd ca co trong hd nam trong khoang tir 8362 dén
12438 con.

BAI TAP CHUONG 2

1. Trong luong cta mot loai trimg ga dugc cho bai bang s6 lidu sau:
X-Trong lugng (g) 25-30 30-35 | 35-40 | 40-45 | 45-50
S6 qua 15 17 40 18 10

Bang khoang tin cdy d6i xtimg hiy udc lugng trong lugng trung binh cta loai
trimg ga nay voi do tin cay 95%. Cho biét trong luong tring ga 13 dai lugng ngau
nhién c6 phan phdi chuan.
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2. Kich thudc ctia moét loai san phém do mot may tu dong san xuét ra 1a mot dai
lwong ngiu nhién tudn theo qui luat phan phdi chuan. Sau khi kiém tra 25 san pham
cu thé ta thu duoc bang s6 liéu sau:
Kich thudc (cm) 20-22 22-24 24-26 | 26-28 30-32
S6 san pham 3 7 10 3 2
Hay uéc luong kich thudc trung binh cta loai san pham d6 bang khoang tin
cay dbi ximg voi do tin cdy 95%.
3. Pé udc luong ning suét trung binh ciia mot gidng lta méi tai mot ving, ngudi ta
git ngau nhién trén 50 thira rudng ctia ving d6 va thu duoc két qua (ta/ha):
Ning sudt | 57 |58 |59 |60 |61 | 62 | 63|64 |65|66|67|68]|70
Sothra | 2 |32 |64 | 4 [8]6 |43 [4]3]|1
Biét nang suat 1ua 1a dai luong ngau nhién c6 phan phdi chuan. Hay wéc luong
nang suat trung binh cta gidng laa moi & vang d6 voi do tin ciy 95%.

4. Pé xac dinh gia trung binh ddi véi mot loai hang hoa trén thi trudng, ngudi ta
diéu tra ngéu nhién tai 100 ctra hang thu dugc s6 liéu sau:

Gia (dong) 83 |8 | 87 |8 | 91|93 ] 95| 97 |99 |101
S6 cira hang 9) 8 | 13|14 | 30 | 11 | 8 6 4 1
Vi do tin cay 95% hdy udc lugng gia trung binh cta loai hang d6 tai thoi diém
dang xét. Biét rang gia hang hod 1a dai luong ngau nhién tudn theo qui luat phan

phéi chuan.
9. V6i do tin cay 95%, hay udc lugng luong xdng hao phi trung binh cho mot loai
xe Ot chay tir A dén B néu chay thtr 30 1an trén doan dudng niy nguoi ta ghi nhan
dugc lugng xang hao phi nhu sau:
Luong xang hao phi(lit) | 9,6-9,8 | 9,8-10,0 | 10,0-10,2 | 10,2-10,4 | 10,4-10,6
S6 lan tuong (ing 3 5 10 8 4
Biét luong xing hao phi 1a PLNN tuan theo qui luat chuan.

6. Can thir 100 qua trimg ta c6 két qua sau:
X (9) 150 | 160 | 165 | 170 180 185
Soqua | 4 20 25 30 15 6
Tim khoang uéc luong cho khdi lugng trung binh cua trimg véi do tin ciy
95%. Biét rang khoi luong tring 1a DPLNN tuan theo quy luat phan phdi chuan.
7. Bé dinh murc thoi gian gia cong mot chi tiét may, nguoi ta theo ddi ngiu nhién
qua trinh gia cong 25 chi tiét va thu duoc s6 liéu sau:
Thoi gian gia cong (phut) 15-17 | 17-19 | 19-21 | 21-23 | 23-25 | 25-27
S6 chi tiét may tuong g 1 3 4 12 3 2
Bang khoang tin cy ddi xtng hiy udc luong thoi gian gia cong trung binh mot
chi tiét may véi do tin cay 95%. Gia thiét thoi gian gia cong chi tiét 1a DLNN tuan
theo qui ludt phan phdi chuan.

8. Po chi s6 md sira caa 100 con bo lai Ha - An F; ta dugc bang sb liéu sau:

Chls?xl;“osua 3,0-36 | 3,6-42 | 4,2-48|4,854|5460 | 6,066 | 66-7,2

S6 bo lai 2 8 30 35 15 7 3
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Hay udc luong chi s6 md sira trung binh cia gidng bo lai trén véi do tin ciy
95%. Giéa thiét chi s6 m& stra 1a dai lugng ngau nhién c¢6 phan phoi chuan.
9. Po 4p luc X (tinh bang kg/cm?) cua 18 thing chura ta dugc bang két qua sau:

X 196 | 195 | 199 | 200 | 198 | 205 | 21,0 | 185 | 19,7

S6 thung | 1 2 2 4 2 3 2 1 1

Vi do tin cay 99% hay tim khoang udc luong doi xung cua ap luc trung binh
cua thung trén. Biét rang ap luc 1a DLNN c6 phan phdi chuén.
10. DBé x4c dinh gid trung binh ddi voi mot loai hang hod trén thi truong, ngudi ta
diéu tra ngau nhién tai 100 ctra hang va thu duoc s6 liéu sau:

Gia (dong) X 81 85|87 89 | 91 | 93 | 95 | 97 | 99 | 101

Sé cirahang (m;)) | 3 [10[13| 15 | 30 (12| 7 | 6 | 3 | 1

Vi d tin c@y 95% hdy udc luong gia trung binh cua loai hang do tai thoi
diém dang x¢ét bang khoang tin cay ddi xung. Biét rang gia cua hang hoa la dai
luong ngiu nhién tuan theo qui luat phan phdi chuén.

11. Bé xac dinh chiéu cao trung binh cta cic ciy bach dan, nguoi ta tién hanh do
ngau nhién 35 cdy va c6 bang sb licu:

Chiéu cao (X-mét) | 6,5-7,0 | 7,0-7,5 | 7,5-8,0 | 8,0-8,5 | 8,5-9,0 | 9,0-9,5

S6 cay 2 4 10 11 5 3

Véi do tin cdy 95% c6 thé ndi chiéu cao trung binh cua cac cdy dan nam trong

khoang nao. Gia thiét chiéu cao ctia cAy bach dan 13 PLNN tuan theo qui luat phan
phéi chuan.
12. C6 s6 lidu vé trong luong cua loai trimg ga nhu ¢ bang duéi ddy. Bang khoang
tin cdy ddi xting hiy udc luong trong lugng trung binh cua loai trimg ga nay voi do
tin cay 0,95. Gia thiét trong luong trimg ga 1a DPLNN tuan theo qui ludt phan phdi
chuan.

Trong lugng (X-gam) | 25-30 | 30-35 | 35-40 | 40-45 | 45-50

S6 qua 2 3 10 8 2
13. Diéu tra doanh s6 hang thang cua 100 ho kinh doanh moét loai hang, c6 bang so6
liéu:

Doanh s6 (X-triéu dong) | 11,5 | 11,6 | 11,7 | 11,8 | 11,9 | 12,0
S6 ho tuong tng 10 15 20 30 15 10
Bang khoang tin cdy d6i xung hiy udc luong doanh sd trung binh hang thang

ctia cac ho kinh doanh mit hang nay véi do tin cdy 95%. Gia thiét doanh sb 1a

PLNN tuan theo qui luat phan phéi chuan.

14. Po d chiu luc ( kg/cm?)cua 200 miu bé téng ngudi ta thu duoc két qué trong

bang sau:
g(‘-’) chiulue | 494 500 | 200-210 | 210-220 | 220-230 | 230-240 | 240-250
S6 maubé tong 10 26 56 64 30 14

Hay udc lugng do chiu luc trung binh ctuia bé tong véi do tin cay 0,95. Biét
rang do chiu luc ctuia bé tong 1a DPLNN tuan theo quy luét chuan.
15. Lay 50 con sgi d€ xac dinh d0 bén trung binh, ta c6 so6 li¢u sau:
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Do bén 06-| 08-|10-| 12- | 14- | 16- | 18- | 2,0- | 2,2-
(X-kg/cm?) | 0,8 | 1,0 | 1,2 | 14 | 16 | 1.8 | 20 | 22 | 24
Soconsgi | 1 2 | 7 |10 | 11 | 9 6 3 1
Hay udc luong do bén trung binh cua loai soi nay bang khoang tin cay d6i
xtng voi hé s6 tin cay 0,95. Gia thiét do bén cua soi 1a DPLNN tuén theo qui luat
phan phdi chuan.

16. Diéu tra 365 diém trong lua ctia mot huyén co bang sd liéu:

Nang - suat (X-| 55 | 30 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 39 | 40
ta/ha)
Sb diém tronglta | 6 | 13 | 38 | 74 [ 106 | 85 | 30 | 10 | 3
V61 @6 tin cay 95% cé thé n6i nang suat laa trung binh cua huyén nam trong
khoang nao. Gia thiét ning suét laa la DLNN tuén theo qui luét phan phéi chuén.
17. Po duong kinh cua 20 chi tiét do mot may tién san xuat, ta c6 sd liéu (tinh bang
mm)

X |24 |24 |24 250 | 251 | 252 | 253 | 256 | 257 | 258 | 260
/71819
m| 2| 2| 3|5 1 1 2 1 1 1 1
Gia thiét dudng kinh 1a PLNN c6 phan phoi chuan

a/ Tim khoang uéc luong ciia dd dai trung binh cta duong kinh chi tiét voi do
tin cay 0,95.

b/ Cac chi tiét c6 dudng kinh tir 249 dén 251 duoc coi 13 san pham loai A. Hay
tim khoang u6c luong cho ty 1€ loai A vé1 d0 tin cay 0,95.
18. Tai mot khu rimg nguyén sinh nguoi ta danh dau 1000 con chim, sau d6 tha
chung vao rimg. Mot thoi gian sau ngudi ta bt lai 200 con thay c6 40 co duoc
danh ddu. Vi do tin cdy 99% thir wéc luong sb chim co trong khu rimg
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Chuong 3
Kiém dinh gia thuyét thong ké

3.1. Khai niém chung
3.1.1.Gia thuyét thong ké

Trong nhiéu linh vuc doi song kinh té - x hoi ching ta hay néu ra cac nhan xét
khac nhau vé cac dbi tugng quan tdm. Nhing nhan xét nhu vy thuong duoc coi la
cac gia thuyét, chung ciing c6 thé dung va ciing c6 thé sai. Van dé xac dinh dung
sai cuia mot gia thuyét s& duoc goi la kiém dinh.

Trong thong ké chung ta xuat phat tir mot mau x; . . . X, duoc chon tir mot tong
thé chua biét phan phdi hodc biét dugc dang phan ph01 nhung chua biét duoc tham
s6 6. Ta c6 thé phat biéu nhiéu nhan x¢t khac nhau vé cac yéu t6 chua biét - d6 1a
gia thuyét thong ké. Neu tham s6 ¢ chua biét va gia thuyet 6 bang gia tri cu thé
6o dugc dua ra, ta noi rang c6 mot gia thuyét don, néu khac di ta co gia thuyét

phtrc.

Gia thuyét duoc dua ra kiém dinh duoc goi 1a gia thuyét géc va ky hiéu Hy. no
thuong la gia thuyet don (trong cac bai toan kiém dinh tham s6). Céc gia thuyet
khac véi gia thuyét gbc goi 1a doi thuyet ky hiéu Hy. Viéc kiém dinh mot gia thuyét
1a ding hay sai dya trén thong tin mau dugc goi la kiém dinh thong ké
Dinh nghia 3.1.1. Gia thuyet théng ké 1a gia thuyét vé dang phan phdi xac suit
ciia DLNN, vé cic tham s dic trung cia PLNN hodc vé tinh doc 1ap cua céc
DLNN.

3.1.2. Qui téc kiém dinh:

‘Nguyén tac chung cua kiém dinh gia thuyét théng ké 1a duya trén nguyén ly xac
suat nho: Mot su kién c6 xac suat xuat hién khac bé thi c6 thé coi rang né khong
xay ra khi thuc hién mot phép thir ¢o lién quan dén su kién d6. Tuy nhién trong
thuc té, van dé phtrc tap va té nhi hon nhiéu.

a. Tiéu chuan kiém dinh

Tir tong thé rat ra mau, tir thong tin mau ta chon mot thong ké G = f(Xy,.., Xy)
c6 thé phu thudc vao tham s di biét trong Ho. Néu Hy dung thi qui luét cua G phai
hoan toan xac dinh. Mot théng ké nhu vay duoc goi la ti€u chuan kiém dinh.

Qui tic kiém dinh.
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Néu ta thanh cong trong viéc chia mién x4c dinh cta tiéu chuan G thanh 2 phan
Sy VA S, , trong d6 S, 1a mién bac boé Hy con S, 1a mién chap nhan Hy. Néu G
tinh trén mau c6 gia tri thudc mién S, ta bac bdé Hy néu nguoc lai ta chép nhan.
Mién bac bé Hy duoc goi la mién téi han cia tiéu chuén G.

Néu dung qui tic trén c6 thé mic 2 sai 1am

Sai 1Am loai 1: Gia thuyét Hy ding ma ta lai bac bo

Sai 1Am loai 2: Gia thuyét Hy sai ma ta lai chip nhan

Do gia thiét G c6 phan phdi xac dinh khi Ho ding va néu goi « 1a xac suét dé
xay ra sai 1am loai 1 thi & =P(Gy e S, /Ho dung) (1). Trong d6 G chinh 14 gid tri
ctia G trén mau cu thé dang xét. Tuong tu néu goi B la xac suét pham sai lam loai
2thi g =P(Gg €S, /Hosai) (2).

Chay3.1.2.

(a) Bac bo mot gia thuyét chi c6 nghia 12 chip nhan mot gia thuyét khac chu
khong c6 nghia gia thuyét bi bac bo 14 sai.

(b) Chap nhan mot gia thuyét chi co nghia la khong chap nhén cac gia thuyét
khac chu khong co nghia gia thuyét duoc chap nhan 1a dung.

(c) Ta mong muon ca hai xac suat (1) va (2) cang be cang t6t. Trong thuc té ta
khong thé dong thoi 1am giam ca 2 xac suat d6 boi vi ¢t « giam thi g ting va
nguoc lai. Thong thuong do sai 1am loai 1dé kiém soat va (1) dé tinh hon nén
nguoi ta hay chon trudc o ludn 1a ngudng dé xac suat pham sai 1am loai 1 ludn
nho hon o du bé do6. Cac gia tri cia « co thé 12 0,1; 0,05; 0,01.. phu thudc vao yéu
cau cta thyc t& va nha nghién ctu. Gia tri « dugce goi 1a mic ¥ nghia ctia qui tic
kiém dinh

3.2. Kiém dinh gia thuyét vé gia tri trung binh

Gia sir tir tong thé cuia DPLNN X c¢6 phan phdi chuan N(a,c?) rat ra mau ngau

nhién (X, Xy, . .., Xp ). Can ct vao kinh nghiém va dua ra:
Ho:a=ag; Hi:a=ag
hoac Hy : a = ay; Hi:a>a
hoac Hy : a = ay; Hi:a<a

3.2.1. Truong hop da biét phuong sai
Chon tidu chudn kiém dinh 12 théngke U= 2= ao Jn

Néu Ho dung thi ta co U = — ao \/_ = \/_ va thong ké U phan ph01 chuan

o
hoa N(0,1)

Tir miu cu thé ta s& tim duoc trung binh miu X va tinh dugc gia tri quan sat cua
tiéu chuan kiém djnh 1a Ugg
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V&1 mic y nghia a cho trudce tra bang ( bang phu luc 3 ) ta s€ tim duoc cac gia tri
u , hoacu,_,

1-£
2

Tim mién bac bo S:
* Mién bac bo hai phia: (H;: a+ ag)

S=| —o0; —u ajU(U a;+ooj
-2 -2
2 2

Tirc 14 néu ‘qu‘ < u  thichuacé co s dé bac bo Hy
1-=
2
Néu jugs| > U thi bacbo Ho
2
* Mién bdc bé bén phdi: H,: a> ag)
S= (ul—a ;+OO)

* Mién bdc bé bén trdi: (Hi: a < ag)
Vi du 3.2.1. Trong lugng san pham (X) do nha may san xuat ra 1a mot PLNN c6
phan phdi chuan véi do 1éch tiéu chuan o = 2 kg va trong luong trung binh 1a 20kg.
Nghi ngd may hoat dong khong binh thuong da lam thay doi trong lugng trung
binh cta san pham. Nguoi ta can thir 100 san pham va thu duoc két qua sau:

Trong lugngSP(X) 19 20 21 22 23
Sb SP twong tng 10 | 60 | 20 5 5
Véi mire y nghia o = 0,05 hay cho két luan vé diéu nghi ngd trén?
Gidi: Day 1a bai toan kiém dinh gia thuyét thong ké vé gia tri trung binh a ctia ddm
d6ng c6 phan phdi chuan khi biét phuong sai.

Chon gia thuyét: Ho: a = 20
Péi thuyét: Hy: a = 20

Chon tiéu chuin kiém dinh u = X ; 20 V100

Trong d6 X 13 trung binh mau ngiu nhién kich thudc n = 100. Tir mau cy thé
trén ta tim dugc x = 20,35 do d6 gi4 tri quan st cta tiéu chuan kiém dinh 1a Ugs =

1,75. Véi mic y nghia « = 0,05 thi U o =Uggrs = 1,96.

2

Mién bac bo hai phia la: S= (- « ;- 1,96) U (1,96 ; + ).

Ta thay Ugs ¢ s do do chua co co so dé bac bo Hy nghia 1a diéu nghi ngo trén 13
Sal.
Vi du 3.2.2. Néu may moéc hoat dong binh thuong thi trong lwong san pham (X) 1a
DLNN c6 phan phdi chuin N(a,c%) véi ky vong toan a = 100 gam. Do léch tiéu
chuan 6 = 2 gam. Qua mot thoi gian san xuit nguoi ta nghi ngd trong lwong san
pham c6 xu hudng ting 1én, can thir 100 san pham thi trong lugng trung binh san
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pham cta ching 14 100,4 gam. véi muc ¥ nghia o = 0,05 hay két luan vé diéu nghi
ngo trén?
Gidi: Pay 13 bai toan kiém dinh gia thuyét thong ké vé gia tri trung binh cua tham
s6 a ctia phan phdi N(a,c?) khi da biét phuong sai
Chon gia thuyét: Ho: a = 100
Déi thuyét: Hy: a > 100

X —100

Chon tiéu chuan kiém dinh u = J100 trong d6 X 1a trung binh miu

ngau nhién. Tir mau cu thé x = 100.,4 ta duoc Ugs = 2
v6i mirc y nghia o = 0,05 thi y;_,, = 1,645

Mién béc bo 1a S = (1,645 ; +o0). Ta thiy ugs S Vay diéu nghi ngo trén la ding
tuc 1a trong lugng san pham da cé xu hudng tang lén.

3.2.2. Truong hop chwra biét phwong sai

Chon tiéu chuén kiém dinh 14 théng ké T =2 S_,ao Jn

Néu Hodingthitaco T = S_,ao\/_ XS,a\/—
+ Néu mau nho thi théng ké T tuan theo qui luat Student voi n-1 bac tu do.
+ Néu mau 16n thi phan phéi Student tién t6i phan phdi N(0,1) nén ta co thé xap
xi phan phéi Student bang phan phdi chuan.
T mau cu thé ta tim duoc Tgs.
t( 1) hoi t( —1)

V61 mirc ¥ nghia a cho trude tra bang phu luc 5ta s€ tim dugc
2
(461 v6i mAu nho) hoic u, hay iy, (461 voi mau 16m). Tir d6 s& tim duge mién
2

bac bo S, so sanh va rit ra két luan (twong tu nhu khi d biét phuong sai)

Vi du 3.2.3. Mtrc hao phi xang (X) cho mét loai xe 6 t6 chay trén doan duong AB
1a PLNN co phan phoi chuén voi ky vong toan Ia 50 lit. Do duong dugc tu sua lai,
nguoi ta cho rang murc hao phi xang trung binh da giam xuodng. Quan sat 30 chuyén
xe chay trén doan duong AB ta thu dugc bang so li€u sau:

Miic hao phi X | 485 49,0 49,5 50,0 | 50,5
(lit) 49,0 49,5 50,0 50,5 | 51,0
S8 chuyén 5 10 10 3 2

Véi mire y nghia o = 0,05, hiy két ludn vé ¥ ¥ kién néu trén?
Gidi: Day 13 bai toan kiém dinh gia thiét thong ké Ve gia tri trung binh cua DPLNN
c¢6 phan phdi chuan khi chua biét phuong sai véi mau nho.
Chon gia thuyét: Ho: a = 50
Déi thuyét: Hy: a < 50

Chon tiéu chudn kiém dinh T= 2 ;,50 J30
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T mau cu thé ta tim duoc: X =49,53vas = 0,55 thay cac gia tri vira tim dugc
vao thong ké trén ta dugc Ty = - 4,68

Vi mic ¥ nghia oo = 0,05 tra bang phu luc 5 ta duoc tézggg, =1,69

Mién bac bo bén trai 1a: S = (-o0 ; - 1,69). Ta thay Tgs € S = béc bé Ho nghia la
diéu nghi ngd trén 1a dung (murc hao phi xdng d3 giam xudng).
Chiy 3.2.4. Néu tong thé cia PLNN X khong tuan theo qui lut phan phdi chuén thi ta
c6 thé tién hanh chon méu c6 kich thude 16n (n > 30 ) khi d6 ta c6 thé tién hanh kiém
dinh tuong tu nhu tién hanh kiém dinh d6i véi DPLNN c¢6 phan phéi chuan.

3.3. Kiém dinh su bing nhau ciia hai ky vong

Gia sir co hai tong thé nghién ctru, trong tong thé thir nhat PLNN gbc X, phan
phéi chuan N(ay, 012), trong tong thé thir hai PLNN gbc X, phan phdi N( 32,622 ).
Néu a; va a, chua biét song c6 co sd dé gia thiét rang gia tri ciia chung bang nhau,
nguoi ta dua ra gia thuyét théng ké: Hy: a; = a, va doi thuyét: Hi: a; # a, (hoac Hj:
a; > a, hoac Hiia;<ay)

Pé kiém dinh gia thuyét trén, tir hai tong thé néi trén rat ra hai mau ngau nhién
ddc lap kich thudce twong ing 1a n; va n,:

Wi = (Xu1, Xz, + 2oy X1n)

Wy = (Xa1, Xa2, + + oy Xon)
Ta xét hai truong hop sau:
3.3.1. Trwong hop 1. Biét phuong sai O'f va O'i ctia cac DPLNN gbc trong téng
thé

Chon tiéu chudn kiém dinh: G = U = 1~ X2) ~(&1-33)

2 2
O (0}

o1 L 02
M Ny

Ta thay thong ké U phan phoi N(0,1).
Néu gia thuyét Hy ding thi thong ké U c6 dang:

U= % va ciing phan phdi N(0,1)
of ,of
N

T mau cu thé ta s& tim duoc cac gia tri X_l , va @ cu thé thay vao ta s€ tim dugc
gia tri quan sat 1a Ug
V61 mic y nghia cho trude tra bang ta s€ tim dugc gia tri U o hodc u,_, tr do ta
2
tim duoc mién bac bo S
* Mién bdc bé hai phia: S = (- ©; -u ) U(u, ;+e).
2 2
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* Mién bdc bé bén phii: S = (u,_,, ; +o).

* Mién bdc bé bén trai: S = (-0;-u ).

So sanh Ugs v6i mién bac bo S rdi rat ra két luan.

3.3.2. Truwong hop 2. Chua biét phuong sai o2 va o2 cua cac PLNN gbc trong
tong thé: Vi kich thuée miu ny va n, ¢ 16n ta chon tiéu chudn kiém dinh 13 théng
ké:

(Xl - Xz) _(al _az)

G=U= - -
S, S
r]1 n2
Ta thdy U phan phdi xap xi N(0,1). Néu gia thuyét H, dung, tiéu chuan kiém dinh
X, =X, , N :
c6 dang U =g va cting phan phoi N(0,1), Ttr mau cy the ta s€ tim dugc
81’2 ng
+ e
nl n2

cac gia tri Z, va ;2, S;?, S;? cu thé thay vao thong ké trén ta s& tim dugce Ug, Vi
vay v6i muc ¥ nghia cho trudce tra bang ta s€ tim dugc gia tri u , hodc y,_,, tir do
1-£
2
ta tim duoc mién bac bod S:

* Mién bdc bé hai phia: S = (- © ; -u1 ) U(u ; +oo)
_E 2

* Mién bdc bé bén phai: S = (u,_, ; )

* Mién bdc bé bén trdi: S=(-;-u_,)

So sanh Ug voi mién bac bo S rdi rut ra két luan.
Vi du 3.3.1. Biét trong luong san pham do hai may san xuat ra 1a PLNN c6 phan
phéi chudn voi N(ap,1) va N(ap, 1) v6i a = 0,05. C6 thé xem trong lugng trung binh
ctia san pham do hai mdy san xuét ra 1a nhu nhau hay khong? néu kiém tra ngiu
nhién n; = 25 san pham do may 1 san xuat ra thu dugc Z =50 kg va n, =20 san
pham do mdy 2 san xuat ra thu dugc ;2 = 50,6 kg.
Gidi: Pay 1a bai toan kiém dinh sy bang nhau cua 2 ky vong ciia 2 PLNN ¢6 phan
phdi chuan khi d3 biét phuong sai.

Chon gia thuyét Hop:a;=a

Dé)l thuyét Hi:a;#a,

Tiéu chudn kiém dinh 1a: U = — 21— X2
of Lof
N2
Tir mau cu thé ta tim duoc gia tri quan sat Ugs = % =.2

7+7
25 20
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2

Mién béc bo hai phia la: S = (- 0 ; - 1,96)U (1,96 ; + o)

Ta thay Ugs thudc mién bac bo. Vay bac bo Ho

Két luan: Khong thé coi trong lwong san phdm do 2 may san xuét ra 1a nhu nhau
duoc.
Vi du 3.3.2. Néu ap dung bién phap k¥ thuat thi nhat thi khi diéu tra ngau nhién
n; = 100 thira rudng trong giong lia A thu dugc ning suét trung binh x; = 100
ta/ha va S';=10ta/ha. Con néu ap dung bién phap ky thuat thr 2 thi khi diéu tra
ngiu nhién n, = 50 thira rudng thu duoc ning sudt trung binh Z = 95 ta/ha va

Véi a = 0,05 tra bang ta duogc ul a = Uogrs = 1,96

s =9ta/ha. Hay két luan véi ml'J:c ¥ nghia o = 0,05 néu ap dung bién phap k¥
thuat thtr nhét thi ning suat giéng lta A cao hon thuc su so voi két qua ap dung
bién phap ky thuat thir hai khong? gia thlet ning suat lta tudn theo qui luat chuan.
Gidi: Goi Xy, X, tuong tng 13 nang suat cia giong lia A khi ap dung bién phap k¥
thuat thir nhat va thi hai, as, a, 12 ning suat trung binh twong tng khi ap dung cac
bién phap do.

Pay la bai toan kiém dinh sy bang nhau cta hai ky vong cta hai PLNN ¢6 phan
phdi chuan khi chua biét phuong sai véi mau 16n.

Chon gia thuyét Ho:a1=a

Dél thUYét Hi:a>a

Néu H, dung thi tiéu chuan kiém dinh c6 dang U = %
S Sé
n, n,

T miu cu thé véi cac gia tri trong tmg tim duoc thay vao théng ké trén ta tim
dugc gia tri quan sat Ugs = 3,09

V61 a = 0,05 tra bang ta dugc uggs = 1,645 ta tim duoc mién bac bo bén phai la:
S=(1,645, +); Ugs € S = bac bd H.

3.4. Kiém dinh gia thuyét ciia xac suat

3.4.1. Trudong hop mdt tong thé
Gia sir trong tong thé cia DPLNN X c¢6 x4c suat xuat hién bién cd A 1a p, néu
chua biét p song co co 8O dé gia thuyét rang gia tri cia né bang pq
Chon gla thuyet Ho: p =po
Péi thuyét Hy: p # po ( hodc p > po, hodc p <o)
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Tt tong thé 1ap mau ngau nhién kich thudc n, véi n du 16n ta chon ti€u chuan kiém

dinh I3 théng ke G=U = — —Po__

\ Pod—po)

X f-p —P

Néu Hy ding thi U= ——2— Jn = —\/_ n phan phdi xap xi N(0,1)
V Pod— Po) VPIL-p)
Tir mau cy thé ta tinh dugc gia tri quan sat UgsvOi muc y nghia cho trude tra bang
ta s€ tim dugc gia tr1 U , hodc u,_, tur do ta tim dugc mién bac bo S
_5
* Mién bdc bé hai phia: S = (- o ; - u ) U(u ,;+o)
2 2

* Mién bdc bé bén phii: S = (u,_,,;+x)
* Mién bdc bé bén trdi: S=(-0; —u_,)
S0 sanh Ugs véi mién bac bo s rdi rat ra két luan.

3.4.2. Truong hop hai tong thé
Gia sir trong tong thé thir nhat, PLNN gbc X; phan phdi A(p1), PLNN gbc X,
phan phdi A(p,).
Néu p; va p, chua biét song co co s dé gia thuyét rang gia tri ciia ching bang
nhau ta dua ra gia thuyét thong ké
Ho: p1=p2
H;: P1 # P2, (hoac p1 < P2; hOElC p1 > pz)
Pé kiém dinh gia thuyét trén, tir tong thé néi trén rit ra hai mau ngau nhién doc
lap kich thudc twong tng 1a ng va ny:
W1 = (X11’ X12, ey Xlnl) va W2 = (le, Xzz, Cy X2n2)

. f—f)=(P—-P
Chon tiéu chuan kiém dinh 1a G=U = (fi-f)-(R-P) , trong @6 f; va f, la céc

\/f(l f)[i nlj

nf,+n,f,
n +n,
V6i ng va n, kha 16n thi thong ké U noi trén s& phan phoi xap xi N(0,1)
Néu gia thuyét Hy ding thi ti€u chuan kiém dinh c6 dang:
U= f1 — fz

[edi)

T mau cu thé ta tinh dugc cac gia tri cu thé f;, f, va fva gia tr1 quan sat Ugs vO1
muc y nghia cho trudc tra bang ta s€ tim dugc gia tri u, _,, hodc u_, tr do ta tim

tan suat mau tuong img va f =

va van phan phéi xap xi N(0,1).

duoc mién bac bo.
* Mién bdc bé hai phia: S= (-0 ;- U,_,,,)U(U,_,,; +)
* Mién bdc bé bén phii: S = (Uy_,, ;+)
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* Mién bdc b6 bén trai: S=(-©; —Uu_,)
So sanh Ugs v6i mién bac bo S 1di rat ra két luan.
Vi du 3.4.1. Ty 18 phé pham do mot may ty dong san xuét ra 1a 5%. Kiém tra ngiu
nhién 300 san pham thy c6 24 san pham 13 phé pham. Tir d6 c6 y kién cho rang ty
1¢ phé pham do may d6 san xuit c6 chiéu hudng ting 1én. Hay két luan ¥ kién néu
trén vo1 muc y nghia a = 0,05.
Gidi: Goi p 1a ty 1é san pham 1a phé pham. Pay 1a bai toan kiém dinh gia thuyét
thong ké veé ty 16

Chon gia thuyét théng ké Ho: p = 0,05

Péi thuyét Hy: p > 0,05

Chon théng k& U = 1-005

«/0,05.0,95
nhién n = 300

V61 mirc ¥ nghia a = 0,05. tra bang ta dugc uggs = 1,645

Viy mién bac bo bén phai 1a: S = (1,645 ; +x)

T mau cu thé ta tim dugc f= 0,08 va Uy =2,38

Ta thay Ugs € S = bac bo Hy nghia la ty 1€ phé pham do mdy d6 san xuét ra da
tang 1én that su.
Vi du 3.4.2. Thong ké s6 tai nan lao dong tai hai xi nghiép c6 céc s6 liéu sau:

V300, trong d6 f 1a tin suit ciia mAu ngau

Xi nghié¢p S6 cong nhan S6 tai nan lao dong
I 200 20
] 800 120

Véi mic ¥ nghia o = 0,05 hiy két ludn xem chat luong cua cong tac bao ho lao
dong tai hai xi nghiép trén c6 khac nhau khong?
Giai: Goi py, P2 tuong ung la ty 1€ bi tai nan lao dong cua hai xi nghi¢p I va Il
Pay 1a bai toan kiém dinh gia thuyét thong ké vé ty 1¢ cua hai tong thé
ChOI’l glé thUYét Ho: P1=Pp2
Dé)l thuyét Hi: P1# P2
f,—f,

\/f(l—f)£1+lj
n1 n2

Tir mau cu thé ta tim dwogc f, = 0,1; f, = 0,15; = 0,14; Uy =-1,85

v6o1 mue ¥ nghia a = 0,05 tra bang ta dugc U o =Uogrs = 1,96

2

Vay mién bac bo hai phiala (-o0;-1,96) U (1,96 ; +)

Ta thdy Uy 2 S 9

Két luan: chua c6 co s& dé bac bo Hy nghia 1a cong tac bao hd lao dong tai hai
xi nghiép 1a nhu nhau.

Chon tiéu chuan kiém dinh U =

BAI TAP CHUONG 3
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1. Ham luong duong trung binh cia mot loai trai cay luc dau 1a 5%. Nguoi ta cham
bon bang mot loai phan N va sau mdgt thot gian kiém tra mgt s6 trai cay duoc két
qua sau:

Ham luong

1-5 | 5-9 | 9-13 | 13-17 | 17-21 |21-25 |25-29 |29-33 | 37-41
X(%)
SO trai 51 | 47 | 39 36 32 8 7 3 2

Hay cho két luan vé loai phan N trén voi mirc y nghia 5%. Gia thiét ham luong
dudng cua loai trai cay trén 1a PLNN tuan theo quy luat chuan.

2. Do chi s6 m& sira ctia 130 con bo lai Ha - An F; ta duoc bang s6 liéu sau:

Chi s6 md sita (X) | 3,0 3,6 4,2 4,8 54 | 6,0 | 6,6

3,6 4,2 4,8 54 6,0 | 66 | 7,2

S6 bo lai 2 8 3 | 43 | 22 | 15| 5
Biét rang chi s6 md sita trung binh cua gidng bo lai thuan chung 1a 4,95. Véi

mtc ¥ nghia 1% hdy cho két luan vé hiéu qua cua viéc lai gidng.

3. Pinh mirc thoi gian hoan thanh mot san pham 1a 14 phut. C6 can thay d6i dinh
muirc khong, néu theo ddi thoi gian hoan thanh mot san pham & 25 cong nhan ta thu
dugc bang s6 liéu sau:
Thoi gian dé SX 1 san pham (phut) | 10-12 | 12-14 | 14-16 | 16-18 | 20-22
S6 cong nhan tuong tmg 3 6 10 4 2
Yéu cau két luan voi muc ¥ nghia o = 0,05 biét rang thoi gian hoan thanh mot san
pham 1a dai luong ngau nhién c6 phan phdi chuan.
4. Pinh muc cii dé san xuit mot san pham 1a 20 phat. Nay do cai tién k¥ thuat,
nguoi ta san xuét thir 100 san pham va thu dugc sd liéu:
Thoi gian san xuat

I sén pham (X - pht) 16-17 | 17-18 | 18-19 | 10-20 | 20-21 | 21-22

S6 san pham twong tng 6 10 24 30 18 12
Véi mirc ¥ nghia o =0,05 ¢ thé noi ré‘mg viée cai tién k¥ thudt giam bét thoi

gian san xuét mot san pham hay khong? Biét rang thoi gian san xuat mot san pham
1a dai luong ngau nhién tuan theo qui luat phan phdi chuén.
9. Muc hao phi xang (X) cho mot loai xe 6t6 trén doan duong AB la dai lugng
ngau nhién phéan phéi chuan véi ky vong 13 50 lit. Do doan duong dugc tu sura lai,
nguoi ta cho rang mirc hao phi xdng trung binh da giam xudng. Quan sat 100
chuyén xe chay trén doan duong AB thu duoc bang so lidu:

Mirc xang hao phi (lit) | 48,5-49,0 | 49,0-49,5 | 49,5-50,0 | 50,0-50,5 | 50,5-51,0

S6 chuyén xe 15 17 40 18 10

Véi mire y nghia o = 0,05, hiy két luan vé ¥ kién néu trén.
6. Kiém tra céc goi duong loai 1kg trong mot si€u thi ta co két qua:

Khdi lugng (X-kg) [ 0,95 [ 0,96 | 097 [ 099 | 1,00 | 1,01 [ 1,03 [1,05

SO goi 19 30 32 8 2 3 5 1
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V&i mirc y nghia o =0,05 c6 thé két luan viéc dong goi dam bao yéu cau hay
khong. Biét rang khoi luong cac goi dudng 1a dai luong ngdu nhién tuan theo qui
luat phan phéi chuan.

7. San pham ctia mot xi nghiép duc cho phép sé khuyét tat trung binh ctia mot san
pham 14 3. Sau khi d6i mdi thiét bi, kiém tra ngiu nhién 36 san pham két qua thu
dugc:

S6 khuyét tattrén 1sanpham | 0 | 1 |2 | 3 [ 4] 5 | 6
S6 sam pham 7144686 1
a/ Vi do tin cay 95% hiy udc luong s khuyét tat trung binh cia mdi san pham
sau khi doi méi thiét bi.
b/ Két luan vé hiéu qua viéc doi mai thiét bi véi mirc ¥ nghia 5%
8. Kiém tra chat lugng hai 16 san pham tir 2 co s& chuyén dén ta thay: Trong 120
san pham ¢ 16 I ¢6 70 san pham loai A. Con trong 150 san pham & 16 1T ¢ 98 san
pham loai A. Hoi v6i mirc ¥ nghia 1% c6 thé coi hai ngudn hang c6 cing ti 1& hang
loai A hay khong?
9. Piéu tra vé sd nguoi mic bénh btru ¢6 & mot tinh phia Bic thdy c6 107 ngudi bi
bénh trong 380 ngudi dén kham. Trong khi & mot tinh mién Trung c¢6 90 ngudi
trong s6 310 nguodi kham bénh. C6 thé két luan vé ti 1é mac bénh ¢ hai tinh trén 1a
nhu nhau khong, voi mire ¥ nghia 5%.
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Chuong 4

Y

Twong quan va hoi quy

Khi nghién ctru su phu thudc giita hai dai luong ma méi dai lugng chiu mot su
phan tan ngdu nhién ( su tan mat kiém tra dugc ) ta ding phuong phap phan tich
tuong quan. Phan tich tvong quan khong nhimg phat hién dugc mébi quan hé phu
thudc gitra chiing ma con "luong hod" duoc mdi quan hé nay.

4.1. Hé s6 twong quan

4.1.1. Phan tich hé sé twong quan N
Dinh nghia 4.1.1. Gia st X va Y la hai dai lugng ngau nhién c6 D(X) > 0 va D(Y)
> 0. Hé s6 tuong quan cua hai dai lugng ngﬁu nhién X va Y, ky hiéu p(X,Y) duoc

xac dinh nhu sau: p(X,Y) = E[X — ECOLY —E(Y))

VD(X)y/D(Y)

4.1.2. Tinh chit ciia hé s twong quan

(&) p(X,Y) = p(Y,X)

(b) p(X,Y)=0 néu X va'Y ddc 1ap véi nhau

©) [p(X,Y) <1
Nhén xét 4.1.2.

- Ta c6 thé dung p(X,Y) dé do mirc @6 phu thudc tuyén tinh giira hai DLNN. ol
célng 16n thiosu: phu thudce tqyér} tinh cang rd. Pac biét néu p ==%1 thi sy phu thudc
tuyén tinh xay ra v&i xac suat bang 1

- Néu |p| cang nhé thi mic do phu thudce tuyén tinh gitra X va Y cang it. Dic

biét khi p = 0 thi gitta X va Y khong c6 quan hé phu thudc tuyén tinh. Trong
truong hop nay ta no61 X va Y khong tuong quan voi nhau ( cha y: hai PLNN doc
1ap v6i nhau thi khong trong quan, nhung diéu nguogc lai chua chic da dung. Riéng
d6i voi nhitng DLNN phén phdi chuan thi tinh khong twong quan va tinh doc 1ap 1a
tuong duong nhau.)

4.1.3. Hé sb twong quan miu
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Gia s tién hanh n quan sat doc 1ap ddi voi cip DPLNN (X,Y) ta c6 miu ngiu
nhién kich thudc n sau day: 3 (X1,Y1), (X2,Y2), . . (X, Yo) 1
Hé sb turong quan mau cua X va Y, ky hiéu r(X,Y) = r duoc xac dinh bang cong
thirc sau day:

fZ(x X)(Y, -Y)
\/ Z(x X)\/ Z(Y ~Y)?

Néu trong mau cu the cac x; va y; cach diéu nhau mot khoang h va hy thi ta
dung phép doi bién véi xq VA Yo duge chon thich hop tuy theo bang s liéu

dat: u; = X~ % vav; = %,khldo

_XY-XY
Sy .Sy

Zu,vI —nuv -

\/Zu —n(u)? \/Zv —n(v)? \/u (u)_\/v

Chu y 4.1.3. Sau khi d6i bién khi mudn trd vé bién cil thi:
; = hxa + Xo; Sx = thu
y: hy\_/ + Yo, Sy: hySv
Nhan xét 4.1.4.
@ilr<1
r> 0 thi X vaY la tuong quan thuan
r <0 thi X vaY latuong quan nghich
(b) 0,7 <r<1thi XvaY latuong quan thuan va manh
-1<r<-0,7thi Xvay latuong quan nghich va manh
r|< 0,3 thi X va'Y la twong quan yeu.

UV

r=

4.2. Hoi quy tuyén tinh don gian

4.2.1. Phwong trinh hdi quy tuyén tinh don gian cua tong thé

Khi ¢ su phy thudc tuyen tinh giita hai bién ngau nhién tuong d6i chat ché ta
c6 thé hy vong xap xi bién nay boi mot ham tuyen tinh cta bién kia. Nghia la can
tim biéu thirc aX + b sao cho xdp xi Y tot nhat theo nghia cyc tiéu sai s binh

phuong trung binh E(Y —aX —b)?.
Taco: E(Y —aX —b)* = E{(Y —E(y))—-a(X —E(X))+ E(Y)—aE(X)—b}2
=E(Y -EQY))’ +a@’E(X - E(X))’ +(E(Y)—aE(X)—b)’ =2aE{(Y —EY (X — EX)}2
Vé phai s€ dat cuc ti€u néu va chi néu tam thirc bac hai theo a:
a2D(X) — Zap\/ﬁﬁ + DY dat cyc tiéu va s6 hang (EY —aEX —b)2 =0. Do
d6 ta chon b = E(Y) - aE(X) con a la toa d0 dinh cua tam thirc bac hai:
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__~2pD(X)yD(Y) _ J D(Y)
2D(X) PV D(X)
Khi d6 gia tri nho nhat cua vé phai chinh 13 gi tri cua tam thirc bac hai theo a
tai dinh cua no:

min E(Y —aX —b)? =p2%Dx —2p‘/%p«/ox JDY +DY =DY(1- p?)

Vay biéu thtrc aX + b can tim chinh 1a ol /%X +EY — p, /%EX

Phuong trinh dudng hdi qui binh phuong trung binh tuyén tinh cua Y theo X la:

DY DY DY
Y = —X+EY-p,|—EX &Y= — (X —EX)+EY (1
,'O’/DX P ox P D)‘(( ) (), |
Sai sO binh phuong trung binh khi dung duong hoi qui trung binh tuyén tinh dé

xap xi Y 1a: 03/ =DY(1- p?) ()
X

Sai s6 nay cang nhé khi |p| cang gan 1 tirc 1a mirc d phu thuge tuyén tinh giira
hai bién cang chit. ‘

Tuong ty phuong trinh duong hoi qui binh phuong trung binh tuyén tinh cuia X
theo Y la:

[DX [DX DX
X=p. | —2Y + EX — p.|[—2EY & X=p.|—~(Y —EY)+ EX (3
P\ Dy P\ Oy ye, DY( ) (3)

Sai s6 binh phuong trung binh khi ding dudng hoi qui trung binh tuyén tinh dé
xépxiXla: o, =DX(1-p°) (4)
o |
Cha y 4.2.1. Khi ¢6 mau ngau nhién (x;, yi); i = 1..n ta xay dung duong hoi qui
trung binh tuyén tinh thuc nghiém bang cch thay trong (1) va (3) EY boi Y ; EX

_ S
boi X va p.|2F bai roY: p PR b r X
DX Sy DY Sy

4.2.2. Phuong trinh duwong hdi quy tuyén tinh thuc miu ’
- Phuong trinh dudong hoi qui binh phuong trung binh tuyén tinh thuyc nghiém
cua Y theo X 1a

y=r2(x-x)+y
S«

- Phuong trinh duong hoi qui binh phuong trung binh tuyén tinh thyc nghiém
cua X theo Y 1a

xzrﬁ(y—y) + X

Sy
* Uébc luong sai s6 binh phuong trung binh
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2 2 2y. 2 2 2
sy =sy(l-r7); sy =sy(1-r")
X y
Vi du 4.2.1. Tinh h¢ 5O tuong quan va phuong trinh duong héi qui trung binh

tuyén tinh thuc nghiém cua Y ddi véi X dya vao s6 lidu cho trong bang twong quan
Sau.

Xi 1 2 2 3 3 4
Vi 3 4 5 5 6 7
N; 3 2 1 2 1 1
Gidi:
Ta thiét lap lai bang s6 liéu:
Xi Yi N; NiXi N;Yi niXi’ niyi2 NiXiYi
1 3 3 3 9 3 27 9
2 4 2 4 8 8 32 16
2 5 1 2 5 4 25 10
3 5 2 6 10 18 50 30
3 6 1 3 6 9 36 18
4 7 1 4 7 16 49 28
.10 | 222 245 258 2.219 2111

Nhin vao bang s6 li¢u trén ta co:

X=22 y=45 x =58 y =219 x =111 y-xy = 1,2
5.=58-(22)°=096; § =219-(45)=1645; g5 =126
Hé sd twong quan mau la: r= % =0,952

Phuong trinh hoi qui tuyén tinh thuc nghiém cta Y theo X 1a:

y:r%(x—x) y _0952(1)—32@ 22)+45 = 1,24x + 1,76

Vidu4.2.2.

O mot ving c6 nghé phu tha cong, quan sat 10 gia dinh vé 2 tiéu thie: SO tré
em dudi 16 tudi (X) va thu nhap thém bang nghé phu (Y don vi nghin dong) thu
duoc s6 liéu sau;

Gia dinh A|B|C/ DIE|G|H|I |K|L
Sétréemdudi 16tuoi(X)| 3 | 5|2 | 4|4 |4]6|1]|3]3
Thu nhap Y (Nghin dong) | 58 | 89 | 72 [ 71 | 68 | 64 | 98 | 49 | 59 | 62

a/ Hay khao sat mdi twong quan giita hai tiéu thuc trén

b/ Xay dung duong hoéi qui binh phuong trung binh tuyén tinh thyc nghiém cua
thu nhap theo so tré em

¢/ Uédc luong sai s6 binh phuong trung binh
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Gidi: al Ta thiy & ddy m; =1 v&i moi i. Pt u; = X; - 4 ta c6 bang sb liéu sau:

Xj Yi Ui ui’ Yi2 UiYi
3 58 1 1 3364 58
5 89 1 1 7921 89
2 72 2 4 5184 144
4 71 0 0 5041 0
4 68 0 0 4624 0
4 64 0 0 4096 0
6 08 2 4 9604 196
1 49 3 9 2401 147
3 59 1 1 3481 59
3 62 1 1 3844 62
5 690 5 21 49560 185
Tir bang trén ta thay:
U=-5/10=-05 — 10°=025 = x=35
y =690/10 = 69 y> = 4761

u?=21/10=21 y® =49560/10 = 4956
uy =—185/10=-185
sy =+21-025~136=s, s, =+/4956-4761~13964

. —-18,5—-(-0,5) x 69 ~ 0842
1,36 x13,964
Piéu d6 chung to c6 sy phu thudc tuyén tinh chit ché giita thu nhap va sd tré
em. Su phu thudc la déng bién.
b/ Phuong trinh dudng hoi qui binh phuong tuyén tinh thuc nghiém cta thu nhap
theo s6 tré la:

y=0842x 2%y _35) .69
136

y = 8,6446X + 39,256
¢/ Udc lugng sai s binh phuong trung binh 332// =195x (1— 0,842%) = 56,745
X

Vi du 4.2.3‘. Nghién ctru mbi lién hé gitra X 1a sb tién dau tu cho viéc phong bénh
tinh theo dau nguoi va Y la ty 1€ nguoi mac bénh ¢ 50 dia phuong, ta thu duge
bang tuong quan thuc nghiém sau day: (X: don vi nghin dong; Y: tinh theo phan
tram).

Yo 25 3 3.5 4

100 2 3
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200 3 6 2
300 4 6 3

400 1 6 4 1

500 6 3

a/ Tim hé s6 twong quan tuyén tinh.

b/ Tim phwong trinh hdi qui tuyén tinh cua Y ddi véi X qua mau trén.

¢/ Néu nam sau dau tu cho phong bénh 1a 600.000 déng/ngudi thi ty 18 mac
bénh khoang bao nhiéu phan tram?
x; —300 | v = y; -3

Giai: bat u; = V=
100 0,5

Ta c6 bang s6 liéu sau:

y V| -2 -1 0 1 2 n nu, | nu?
-2 2 /-4 3 /12 5 -10 20
-1 3 06 /-6 2 /4 11 -11 11
0 4 0|6 0[3 0 13 0 0
1 1 //-2 6 /64 01 //1 12 12 12
2 6 /-24 3 /-6 9 18 36
n, 7 13 13 12 5 50 9 79
NV, -14 -13 0 12 10 -5
n,v?2 28 13 0 12 20 73 -63

Zn-ui:Q;anvjz—S; S nu? =79; anv =73, > nuv=-63
u=018; v=-01; u?=158; v®=146; uv=-126; sy =1244; s, =1,204
P

SuSy
b/ x=318; y=295; s ,=1244; s, =0,602

Phuong trinh hoi qui y = r—(x X)+y =-0,004x + 4,222
X
c/ y (x=600) = - 0,004.600 + 4,222 = 1,822 %

BAI TAP CHUONG 4
1. Cho bang twong quan thyc nghiém 2 chiéu: (Tur bai y 1 dén bai y 22)
a/ Hay tim hé s0 twong quan mau?
b/ Viét phuong trinh duong hdi qui tuyén tinh thuc nghiém cta Y theo X
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1/

2/

4f

5/

6/

v X 100 200 300 400 500
26 8 6
30 2 10 4
34 4 26 6
38 5 10 7
42 4 8
X
v 100 200 300 400 500
20 8 6
30 2 10 4
40 4 26 6
50 5 10 7
60 4 8
X
v 100 200 300 400 500
26 8 6
30 2 10 4
34 4 26 6
38 5 10 7
42 4 8
X
50 100 150 200 250
100 4 4
110 2 6 1 1
120 1 4 2
130 3 1 1
X
50 100 150 200 250
200 4 4
210 2 6 1 1
220 1 4 2
230 3 1 1
X 50 60 70 80 90
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7/

8/

9/

10/

11/

100 1 2
110 5 5 1 1
120 1 4 2
130 3 1 1
X
50 100 150 200 250
100 4 4
110 5 5 1 1
120 1 4 2
130 3 1 1
X
10 20 30 40 50 60
15 5 7
25 20 23
35 30 47 2
45 10 11 20 6
55 9 7 3
X
Y 10 11 12 13
5 2
4 1 2
3 2 2
2 1 2
1 2 1
X
10 20 30 40 50 60
25 5 7
35 20 23
A5 30 47 2
55 10 11 20 6
65 9 7 3
X110 20 30 40

132




12/

13/

14/

2. Kiém tra hai mon toan va vat Iy mdt nhém 10 sinh vién dugc chon ngau nhién tu
mot 16p ta co két qua sau:

[EEN

N

|

RINDWk~O1

24

30

33

36

120

125

130

135

RPN W

140

[l Nepi N R o]

145

N RS

150

RN

N
oo

34

37

50

55

60

65

RPN W

70

|01 Oo

75

N ENIES

80

RN

20

40

50

60

120

130

140

150

RPN W

160

[l NepiNéaREep]

170

e E NSRS

FININ

180

1

Piém toan (X)

~

10

D

o1

Piém vat 1y (Y)

9
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a/ Hay tim hé s6 twong quan rpﬁu? ,
b/ Viét phuong trinh duong hoi qui tuyén tinh thuc nghiém ctia Y theo X.

3. S6 vi khuan Y sinh san sau X gid duoc ghi lai trong bang sau qua mot thi

nghiém:

Thoi gian (X)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

S6 vi khuan (Y)(triéu) | 30

32

35

40

48

52

58

62

69

a/ Hay tinh hé sb twong quan mau.
b/ Tim phuong trinh duong hdi qui tuyén tinh thuc nghiém cua Y theo X.

4. Bé nghién ctru vé luong Protein chira trong hat lta my nguoi ta tién hanh diéu

tra trén 10 thira rudng va dugc két qua sau:

Ning suat X

9,0

9,5

10,0

10,5 11,0

11,5

12,0

12,5

13,0

13,5

Ti 1€ Protein
Y

10,0

10,2

11,0

10,5 | 12,0

12,2

12,5

12,6

12,7

12,8

a/ Hay tinh hé s6 tuong quan pl?lu. ’
b/ Tim phuong trinh dudong héi qui tuyén tinh thyc nghiém ctia Y theo X.

TAI LIEU THAM KHAO
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2004.
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Phu luc 2
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u .2
Bang gia tri cia ham ®(u) = %Ie_t I24t (Ham Lé&p-la-xo)
T
0

u d(u) u d(u) u d(u)
1 2 3 4 5 6
0,00 0,0000 0,41 0,1591 0,82 0,2939
0,01 0,0040 0,42 0,1628 0,83 0,2967
0,02 0,0080 0,43 0,1664 0,84 0,3995
0,03 0,0120 0,44 0,1700 0,85 0,3023
0,04 0,0160 0,45 0,1736 0,86 0,3051
0,05 0,0199 0,46 0,1772 0,87 0,3078
0,06 0,0239 0,47 0,1808 0,88 0,3106
0,07 0,0279 0,48 0,1844 0,89 0,3133
0,08 0,0319 0,49 0,1879 0,90 0,3159
0,09 0,0359 0,50 0,1915 0,91 0,3186
0,10 0,0398 0,51 0,1950 0,92 0,3412
0,11 0,0438 0,52 0,1985 0,93 0,3238
0,12 0,0478 0,53 0,2019 0,94 0,3264
0,13 0,0517 0,54 0,2054 0,95 0,3289
0,14 0,0557 0,55 0,2088 0,96 0,3315
0,15 0,0596 0,56 0,2123 0,97 0,3340
0,16 0,0636 0,57 0,2157 0,98 0,3365
0,17 0,0675 0,58 0,2190 0,99 0,3389
0,18 0,0714 0,59 0,2224 1,00 0,3413
0,19 0,0753 0,60 0,2257 1,01 0,3438
0,20 0,0793 0,61 0,2291 1,02 0,3461
0,21 0,0832 0,62 0,2324 1,03 0,3485
0,22 0,0871 0,63 0,2357 1,04 0,3508
0,23 0,0910 0,64 0,2389 1,05 0,3531
0,24 0,0948 0,65 0,2422 1,06 0,3554
0,25 0,0984 0,66 0,2454 1,07 0,3577
0,26 0,1026 0,67 0,2486 1,08 0,3599
0,27 0,1064 0,68 0,2517 1,09 0,3621
0,28 0,1103 0,69 0,2549 1,10 0,3643
0,29 0,1141 0,70 0,2580 1,11 0,3665
0,30 0,1179 0,71 0,2611 1,12 0,3686
0,31 0,1217 0,72 0,2612 1,13 0,3708
0,32 0,1255 0,73 0,2673 1,14 0,3729
0,33 0,1293 0,74 0,2703 1,15 0,3749
0,34 0,1331 0,75 0,2734 1,16 0,3770
0,35 0,1368 0,76 0,2764 1,17 0,3790
0,36 0,1406 0,77 0,2794 1,18 0,3810
0,37 0,1443 0,78 0,2823 1,19 0,3830
0,38 0,1480 0,79 0,2852 1,20 0,3849
0,39 0,1517 0,80 0,2881 1,21 0,3869
0,40 0,1554 0,81 0,2910 1,22 0,3883
u ®(u) u d(u) u d(u)
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1 2 3 4 5 6
1,23 0,3907 1,68 0,4535 2,26 0,4881
1,24 0,3925 1,69 0,4545 2,28 0,4887
1,25 0,3944 1,70 0,4554 2,30 0,4893
1,26 0,3962 1,71 0,4564 2,32 0,4898
1,27 0,3980 1,72 0,4573 2,34 0,4904
1,28 0,3997 1,73 0,4582 2,36 0,4909
1,29 0,4015 1,74 0,4591 2,38 0,4913
1,30 0,4032 1,75 0,4599 2,40 0,4918
1,31 0,4049 1,76 0,4608 2,42 0,4922
1,32 0,4066 1,77 0,4616 2,44 0,4927
1,33 0,4082 1,78 0,4625 2,46 0,4931
1,34 0,4099 1,79 0,4633 2,48 0,4934
1,35 0,4115 1,80 0,4641 2,50 0,4938
1,36 0,4131 1,81 0,4649 2,52 0,4941
1,37 0,4147 1,82 0,4656 2,54 0,4945
1,38 0,4162 1,83 0,4664 2,56 0,4948
1,39 0,4177 1,84 0,4671 2,58 0,4951
1,40 0,4192 1,85 0,4678 2,60 0,4953
1,41 0,4207 1,86 0,4686 2,62 0,4956
1,42 0,4222 1,87 0,4693 2,64 0,4959
1,43 0,4236 1,88 0,4699 2,66 0,4961
1,44 0,4251 1,89 0,4706 2,68 0,4963
1,45 0,4265 1,90 0,4713 2,70 0,4965
1,46 0,4279 1,91 0,4719 2,72 0,4967
1,47 0,4292 1,92 0,4726 2,74 0,4969
1,48 0,4306 1,93 0,4732 2,76 0,4971
1,49 0,4319 1,94 0,4738 2,78 0,4973
1,50 0,4332 1,95 0,4744 2,80 0,4974
1,51 0,4345 1,96 0,4750 2,82 0,4976
1,52 0,4357 1,97 0,4756 2,84 0,4977
1,53 0,4370 1,98 0,4761 2,86 0,4979
1,54 0,4382 1,99 0,4767 2,88 0,4980
1,55 0,4394 2,00 0,4772 2,90 0,4981
1,56 0,4406 2,02 0,4783 2,92 0,4982
1,57 0,4418 2,04 0,4793 2,94 0,4984
1,58 0,4429 2,06 0,4803 2,96 0,4985
1,59 0,4441 2,08 0,4812 2,98 0,4986
1,60 0,4452 2,10 0,4921 3,00 0,49865
1,61 0,4463 2,12 0,4830 3,20 0,49931
1,62 0,4474 2,14 0,4838 3,40 0,49966
1,63 0,4484 2,16 0,4846 3,60 0,499841
1,64 0,4495 2,18 0,4854 3,80 0,499928
1,65 0,4505 2,20 0,4861 4,00 0,499968
1,66 0,4515 2,22 0,4868 4,50 0,499997
1,67 0,4525 2,24 0,4875 5,00 0,499997
Phuy lyc 3

137




Bang gia tri phan vi U,

a U, a U, a U, a U,
0,50 0,00 0,75 0,674 0,95 1,645 0,975 1,96
0,51 0,025 0,76 0,706 0,951 1,655 0,976 1,977
0,52 0,030 0,77 0,739 0,952 1,665 0,977 1,995
0,53 0,075 0,78 0,772 0,953 1,675 0,978 2,014
0,54 0,100 0,79 0,806 0,954 1,685 0,979 2,034
0,55 0,126 0,80 0,842 0,955 1,695 0,980 2,054
0,56 0,151 0,81 0,878 0,956 1,706 0,981 2,075
0,57 0,176 0,82 0,915 0,957 1,717 0,982 2,097
0,58 0,202 0,83 0,954 0,958 1,728 0,983 2,120
0,59 0,228 0,84 0,994 0,959 1,739 0,984 2,144
0,60 0,253 0,85 1,036 0,960 1,751 0,985 2,170
0,61 0,279 0,86 1,080 0,961 1,762 0,986 2,197
0,62 0,305 0,87 1,126 0,962 1,774 0,987 2,226
0,63 0,332 0,88 1,175 0,963 1,787 0,988 2,257
0,64 0,358 0,89 1,227 0,964 1,799 0,989 2,290
0,65 0,385 0,90 1,282 0,965 1,812 0,990 2,326
0,66 0,412 0,905 1,311 0,966 1,825 0,991 2,366
0,67 0,440 0,910 1,341 0,967 1,837 0,992 2,409
0,68 0,468 0,915 1,372 0,968 1,852 0,993 2,457
0,69 0,496 0,920 1,405 0,969 1,866 0,994 2,512
0,70 0,524 0,925 1,440 0,970 1,881 0,995 2,576
0,71 0,553 0,930 1,476 0,971 1,896 0,996 2,652
0,72 0,583 0,935 1,514 0,972 1,911 0,997 2,748
0,73 0,613 0,940 1,555 0,973 1,927 0,998 2,878
0,74 0,643 0,945 1,598 0,974 1,943 0,999 3,090

Vo1 o <0,5 suyragiatri U, =-Uq_,
Phu luc 5§
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Phén vi student tén)

N 0,90 0,95 0,975 0,99 0,995
n
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,183 4,541 5,842
4 1,533 2,132 2,776 3,767 4,601
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,335
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,325
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,974
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,187
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
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